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Sazetak—U ovom radu razvijena je inverzna vrijeme-brzina
karakteristika asinhrone masine (AM) pri direktnom startu pri
gravitacionom  (konstantnom) optereéenju. Polazeéi od
parametara zamjenske Seme AM izveden je izraz za vrijeme-
brzina zavisnost prilikom startovanja masine. S obzirom na to da
ova jednadina nema analiticko rjeSenje u zatvorenom obliku,
predloZen je novi iterativni postupak zasnovan na Lambert W
funkciji. PredloZena metoda omogucava precizan proracun
brzine AM u bilo kojem trenutku tokom pokretanja. Ta¢nost
ovog iterativnog pristupa potvrdena je kroz poredenje rezultata
sa literaturno poznatom formulom, kao i sa simulacijama
realizovanim u Matlab/Simulink okruZenju. Dobijeni numeri¢ki
rezultati pokazuju veoma dobro slaganje sa realizovanim
simulacijama.

Kljucéne rijeCi-asinhrona masina;, gravitaciono opterecenje;
Lambert W funkcija; inverzini model;

l. Uvob

Asinhrone masine (AM) su osnovni elementi industrijskih
procesa, poznate po visokoj pouzdanosti, jednostavnoj
konstrukciji 1 sposobnosti da izdrze rad u zahtijevnim
uslovima. Zbog malih zahtjeva za odrZzavanjem AM je idealnan
izbor za §irok spektar primjena, kao §to su proizvodne linije,
transportni uredaji, brodski pogoni i razli¢iti industrijski
sistemi gdje su stabilnost i pouzdanost rada, naro¢ito pod
visokim optereéenjima, od kljuénog znacaja [1], [2].

Momentne karakteristike optereenja AM zavise od tipa
pomocnog uredaja koji pokrecu i mogu imati razlicite oblike
[1]. Najces¢e momentne karakteristike opterecenja su
gravitaciona, linearna i  ventilatorska.  Gravitaciona
karakteristika optereCenja podrazumijeva konstantan obrtni
moment nezavisan od brzine obrtanja. Ovaj tip opterecenja
Cesto se javlja kod kompresora, dizalica, teretnih vitla, liftova.
Ova karakteristika se naziva i potencijalnom jer moze vracati
mehanicku  energiju AM, omogucavajuéi prelazak u
generatorski rezim rada. Linearna karakteristika opterecenja,
kod koje moment opterecenja raste linearno sa povecanjem
brzine obrtanja, prisutna je kod specifi¢nih uredaja kao §to su
motalice. Ventilatorska karakteristika opterecenja je vrlo
zastupljena i kod nje moment optereenja raste kvadratno sa
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brzinom obrtanja. Ovaj tip opterecenja je prisutan kod pumpi,
ventilatora i sliénih sistema. Ventilatorska i linearna
karakteristika opterecenja su reaktivne, jer pomo¢ni uredaji sa
ovim karakteristikama nemaju sposobnost da vrate mehani¢ku
energiju asinhronoj masini, odnosno ne mogu je prevesti u
generatorski rezim rada [3].

Pokretanje AM zavisi od razliCitih faktora, a najceSce
koris¢ene metode su direktno pokretanje (direct-on-line) i
tehnike smanjenog napona [4]. Velike AM podlozne su
visokim momentima inercije, §to moze dovesti do rizika od
prekomjernih startnih struja, narocito kada vrijeme pokretanja
vece od dozvoljenog trajanja u uslovima kratkog spoja.
TermiCko optereéenje AM je takode povezano sa duzinom
perioda pokretanja [5]. Osim toga, direktno pokretanje velikih
AM moze uzrokovati znacajne padove napona, $to negativno
utice na kvalitet elektriéne energije. Precizno odredivanje
vremena pokretanja AM kljuéno je za procjenu kvaliteta
napajanja [6]. Ovo ukljuuje analizu trajanja pokretanja i
padova napona, Sto je posebno vazno kako bi se izbjegli
poremecaji u napajanju, naro¢ito kod osjetljivih potrosaca.
Tacno utvrdeno vrijeme pokretanja omogucava optimalno
podesavanje zastite od prekomjerne struje, ¢ime se smanjuje
rizik od oSte¢enja maSine i osigurava stabilno napajanje
sistema.

Vrijeme pokretanja AM moze se precizno odrediti
primjenom numerickih metoda. Ovaj pristup ukljucuje
formulaciju sistema diferencijalnih jednacina koje modeluju
dinamicke karakteristike masine, a njihovo rjeSavanje se
ostvaruje tehnikama numericke integracije. Pored numerickih
metoda, u literaturi su zastupljeni i analiticki pristupi. U radu
[7] predstavljena je analiticka formula za izra¢unavanje
vremena pokretanja kod konvencionalnih metoda pokretanja. U
radovima [8], [9] izvrSeno je modelovanje brzinsko-
vremenskih karakteristika AM u rezimu praznog hoda. U radu
[10] prikazano je modelovanje brzina-vrijeme karakteristike
AM pri direktnom pokretanju, uzimajuéi u obzir gubitke u
leZajevima. U ovom radu izvedena su dva izraza: prvi je
baziran na Klosovoj jednacini za obrtni moment, dok je drugi
izveden iz obrtnog momenta dobijenog koriS¢enjem
Teveninovog ekvivalentnog kola masine. Oba izraza, Klosova



jednacina 1 1izraz obrtnog momenta iz Teveninovog
ekvivalentog kola, kori§¢ena su za matematicko modelovanje
brzina-vrijeme karakteristike AM koje pogone ventilatorski tip
[11]. U radu [12] data je precizna analiticka formula za
izraCunavanje vremena pokretanja AM pri gravitacionom tipu
opterecenja.

Modelovanje vremena pokretanja AM zahtijeva rjeSavanje
nelinearnih jednacina, koje su cesto specificnog oblika
poznatog kao transcendentalne jednacine koje imaju analitiCko
rjeSenje. Da bi se opisala brzina-vrijeme karakteristika
asinhrone masine pod razliCitim tipovima opterecCenja,
pojavljuju se slozeni matematicki izrazi koji ukljucuju linearne,
eksponencijalne, logaritamske i arkus tangens funkcije. Kod
gravitacionog optereCenja, analiticko rjeSenje izrazava
zavisnost vremena (t) od klizanja (s), pri ¢emu se sastoji od
linearnog ¢lana i dva nelinearna logaritamska c¢lana. Zbog
slozenosti ovih funkcija, nije moguce dobiti zatvoreno
analiticko rjeSenje za inverznu zavisnost klizanja u funkciji
vremena, $to zahtijeva primjenu numeric¢kih metoda.

Inverzna zavisnost vrijeme-brzina je vazna jer omogucava
da se u svakom trenutku precizno izracuna brzina na osnovu
poznatog vremena ili obrnuto, vrijeme na osnovu zadate brzine.
Dostupna literatura pokazuje da je inverzno modelovanje
vrijeme-brzina karakteristika asinhronih masina uglavnom
razmatrano u rezimu praznog hoda [8], [9]. Ovaj rad ima za cilj
da predstavi novu iterativnu proceduru zasnovanu na Lambert
W funkciji za modelovanje vrijeme-brzina karakteristika AM
pri direktnom pokretanju pod gravitacionim optere¢enjem.

Kljuéni nau¢ni doprinosi ovog istrazivanja su:

e Razvoj novog inverznog modela vrijeme-brzina
karakteristike  direktno  startovane =AM  pri
gravitacionom opterecenju, zasnovan na Lambert W

funkciji;
e Validacija razvijenog modela izvrSena je kroz
poredenje sa literaturno poznatom formulom i

simulacijama u Matlab/Simulink okruzenju, ¢ime je
potvrdena ta¢nost i pouzdanost predlozenog pristupa, i

e Preciznost prora¢una brzine AM u svakom trenutku u
realnim uslovima, pri razliitim nivoima snage i
napona, §to ga ¢ini pogodnim za Sirok spektar
industrijskih primjena.

Ovaj rad organizovan je u pet poglavlja. Drugo poglavlje
bavi se modelovanjem brzina-vrijeme karakteristike AM pod
gravitacionim optere¢enjem, dok tre¢e poglavlje uvodi
inverznu Karakteristiku vrijeme-brzina za isti tip optere¢enja. U
Cetvrtom poglavlju prikazani su numericki rezultati koji
potvrduju taCnost predlozenog modela kroz poredenje sa
analitickim formulama i simulacijama. Zaklju¢ak ovog rada je
dat u petom poglavlju.

Il.  MODELOVANJE BRZINA-VRIJEME KARAKTERISTIKE ZA
GRAVITACIONI TIP OPTERECENJA

U radu [12] data je analiti¢ka formula za vrijeme-klizanje
karakteristiku direktno startovane AM koja je optereéena
konstantnim momentom opterecenja. Ista analiticka formula se
dobija bilo da se koristi izraz za elektromagnetski moment
dobijen iz Teveninove zamjenske seme ili Klosov izraz.

Poznato je da kod translatornog kretanja tijela mase m koje

se kre¢e brzinom V , promjena koli¢ine kretanja jednaka je

algebarskom zbiru svih silaF koje djeluju na to tijelo u pravcu
kretanja:

%(mV):ZE (1)

Analogno tome kod elektricnih pogona osnovna mehanicka
jednacina je sledeca:

d

7 (00)=My =M, )

gdje je J moment inercije rotora, @ brzina obrtanja, Mem
elektromagnetski moment, a M. mehani¢ki moment. Kada se
za izraCunavanje elektromagnetskog ~momenta  koristi
Teveninov izaz za moment, a mehani¢ki moment je konstantan,
tada se jednacina izraZzena preko klizaja moze formulisati na
slede¢i nacin:

em

2 R

3(U, /3 =
_Ja,%: (V:1+8) S -B| @
s (RT+RSZJ +(X; +X,)

Iz jednacine (3) se moze dobiti ukupno vrijeme pokretanja
AM pod konstantnim opterecenjem koje je prikazano u
jednaéini (4). Jednacina (4) se moze jednostavnije napisati u
slede¢em obliku:

(- j~ 0:1822 +a,5+a, s )
10,8  — oS+
gdje je:
a, = Jo/R2+Io2 (X, +X,) 12, =20 R,R;
a,=Jo/RR ;a, =B, (X; +X,)’ +BoR
o, :3UT2R2 -2Bo,R,R; ;o = Ba)stz;

U jednacini (6) parametri ¢, ,, 05,0, O, O ZaVise od

(6)

parametara masine [12]. Podintegralni dio jednacine (5) se
moze transformisati na slede¢i naéin:

a, o o, «
aS tasSta, o, \4 o a, )

s —as+a,  a, 2 %, %
a, a,
j (Ja)SZRT2+JwSZ(XT+X2)2)sz+(2Ja)52R2RT)s+Ja)52RZRT
t= ds
1(BwS(XT +X2)2+Ba)sRTz)sz—(SUTZRZ—ZBWSRZRT)S+ Bo,R,? )
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Polinom u imeniocu jednacine (7) ima dva realna rjesenja,
pa se ova jednacina moze transformisati u oblik dat jednacinom

(8):
( ] a, ki k,

(5_51)(5_52) - (5_31) (S_Sz)
Koeficijenti ki i ko su realni Korijeni jednacine i mogu se dobiti
preko slede¢e matrice:

a a,
e B3

o,

a. ,
s+—24+-8
al

®)

o

a2 aS
-1 —+—
{kl}:{ 1 1} o a, ©)
kz —S; =5 ﬂ +%
o
Shodno tome, vrijeme pokretanja AM mozZe se dobiti
rjeSavanjem sledece jednacine:
(- jﬂ{1+L+L}ds (1)
12, (5-8) (s-3,)

Konacan izaz za vrijeme-klizanje karakteristiku AM koja je
optereCena konstantnim momentom optereénja se dobija
integraljenjem izraza u granicama od s=1 do s:

a. a S— a. S—S
t=—L(s-1)+—2k, log % +—Lk,log| —= (12)
a, a, 1-s, ) ¢ 1-s5,
I1l.  INVERZNA VRIJEME-BRZINA KARAKTERISTIKA ZA
GRAVITACIONI TIP OPTERECENJA
Ako podemo od jednaine za  vrijeme-klizanje

karakteristiku, ista se moze transformisati u slede¢i oblik

t=As—A +Ak log(s,—s)

—-Ak log(s, —1)+ Ak, Iog( (14)

S
1

So

)

b

odnosno u
As+ Ak log(s,—s)=F

F=t+A +Aklog(s,—1)- Ak, Iog(

S—S,
1-s,

j - (19

Ako se jednacina (15) podijeli sa Azk; ista se moze napisati u
sljede¢em obliku
1

F
log(s, —s)=———-—
S IS

Zatim, ako se uvede oznaka s —s=exp(x) prethodna

(16)

jednacina se moZe napisati u sljede¢em obliku
x=1 (x)-
Ak,
Mnozenjem jednacine (17) sa exp(x) dobija se forma
iterativne Lambert W jednacine koja ima oblik:

~ L exp (17)

k k

1 1

Fl

Ak

xexp(x) = exp(x)—klsa exp(x)+klexp(2x) (18)
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Prethodna Lambert W iterativna jednacCina moze se rijesiti
na sljede¢i nadin. Najprije se uzme pocetna vrijednost
parametra X, oznacena sa Ox i izraduna se vrijednost varijable
FF koja ima oznaku OFF i vrijednost

OFF = "R, eXP((O)X)_ls exp((o)x)
Ak K,
+£exp(2(°)x)
; (19)
OF =t+A,+ Ak, log(s, -1)
(0)
S, —exp( x)—sb
~Ak,log| ——~L
2 1-s,
Nakon toga se rijesi jednacina
xexp(x)=" FF 20)

koja predstavlja Lambert W jednacina, a ¢ije rjeSenje je nova
vrijednost varijable x, oznacena kao Mx

Ux=w(”FF) (21)

U sljede¢em koraku potrebno je izraCunati novu vrijednost
varijable FF, oznacenu sa WFF,

@

'F,
WFF = Az—kiexp(“)x)

—kisa exp((l) x) +k£exp(2(1) x)

1 1

(22)
OF =t+A, + Ak, log(s,-1)

s, —exp((l)x)—sb

-Ak, lo
Ak, log 1-s,

Ako je vrijednost apsolutne razlike varijabli WFF i OFF
manja od unaprijed definisanog kriterijuma konverzije,
iterativne procedura se zaustavlja. U suprotnom, iterativna
procedura se nastavlja pri ¢emu se uzima da je ©Ox=Wx, Treba
naglasiti da zbog prisustva logaritma ne moZe se uzeti
proizvoljna vrijednost pocetne varijable ©@x. Posmatrajuci
prethodne jednacine jasno je da polazna vrijednost mora biti
manja od log(Sa-Sb).

IV. NUMERICKI REZULTATI

Da bi se potvrdila ta¢nost predlozene iterativne procedure
za modelovanje brzina-vrijeme Kkarakteristike direktno
startovane AM pod gravitacionim optere¢enjem koriste se dvije
razli¢ite AM (AM#1 i AM#2). Inverzni model je poreden sa
dobro poznatim izrazom za vrijeme pokretanja AM pod
gravitacionim optere¢enjem, kako je dato u jednacini (12).
Pored toga, rezultati dobijeni inverznim modelom su uporedeni
sa rezultatima simulacija sprovedenim u Matlab/Simulink
okruzenju. Validacija modela izvrSena je testiranjem pod
razli¢itim  vrijednostima napona, momenta inercije i
gravitacionog koeficijenta optereCenja. Parametri AM#1 i
AM#2 koris¢eni u numeri¢kim proracunima prikazani su u
Tabeli I.



TABELA |. PARAMETRI ASINHRONIH MASINA

Parametri AM#1 AM#2
P, [W] 3730 37300
UVl 575 460
f [Hz] 60 60
R1 /QJ] 2.053 0.087
R, /Q] 1.904 0.228
Xy [Q] 2.545 0.302
Xz [Q] 2.545 0.302
Xm [Q] 98.77 13.08
In [Q] 0.02 1.662

Da bi se ocijenila efikasnost predloZene iterativne
procedure, numericki rezultati za AM#1 prikazani su u Tabeli
I[l. Ovi rezultati odgovaraju simulacionim rezultatima
prikazanim na Slici 1(a) i jasno prikazuju razvoj brzina-
vrijeme Karakteristika AM tokom podetnog perioda rada
(direktnog pokretanja) pod gravitacionim optereéenjem. Iz
Tabele 1l se vidi da kako vrijeme (t) raste, vrijednost
koeficijenta inverzne funkcije (FF) postepeno raste, dok se
klizanje (s) smanjuje. Ova promjena ukazuje na prelazak
masine iz stanja mirovanja u ustaljeno stanje sa smanjenim
klizanjem, $to potvrduje efikasnost iterativne procedure u
praéenju dinamike pokretanja. Vrijednosti parametra ®x, koji
predstavlja novu vrijednost varijable x tokom iterativnog
postupka, postepeno rastu od pocetne vrijednosti 1.35 do 1.56,
prate¢i smanjenje klizanja i ubrzanje masine prema ustaljenom
rezimu rada. Broj obrtaja n se progresivno povecava,
dostigavsi konacnu vrijednost blisku stabilnoj brzini pri
konstantnom optereCenju od B=10Nm. Zbog prisustva
gravitacionog opterecenja, koje sprjecava masinu da dostigne
brzinu praznog hoda, klizanje ostaje prisutno u ustaljenom
stanju, ¢ime se postiZze ravnoteza izmedu elektromagnetnog i
gravitacionog momenta.

TABELA Il. NUMERICKI REZULTATI ITERATIVNE PROCEDURE ZA AM#1

t [s] FF s Wy n [o/min]
0.01 | 5.2153 | 0.9591 | 1.3509 73.7424

0.04 | 5.5673 | 0.8105 | 1.3886 | 341.0832
0.08 | 6.1537 | 0.5680 | 1.4473 | 777.5500
0.12 | 6.9009 | 0.2669 | 1.5157 | 1319.5179
0.16 | 7.4016 | 0.0696 | 1.5582 | 1674.6896
0.18 | 7.4735 | 0.0415 | 1.5641 | 1725.2827

Simulacioni rezultati prikazani na Slici 1 pruzaju graficki
prikaz dinamike AM#1 pri razlic¢itim uslovima rada, dobijeni
novom inverznom iterativnom procedurom. Isti su uporedeni sa
analitickim izrazom za vrijeme dobijeni primjenom jednacine
(12), kao i sa simulacijama iz Matlab/Simulink okruzenja. Na
Slici 1 (a) prikazuje se karakteristika brzine AM na naponskom
nivou od U=450 V, momentom inercije J=2J;, i gravitacionom
optereCenju B=10 Nm. Zatim, na Slici 1 (b) prikazano je
testiranje inverznog postupka pri razli¢itim momentima
inercije, $to omogucava analizu uticaja inercijalnih svojstava
AM na njenu dinamiku pokretanja. Uvid u promjene brzine pri
razli¢itim nivoima napona prikazan je na Slici 1 (c). PonaSanje
masine pri razli¢itim gravitacionim koeficijentima opterecenja
dato je na Slici 1 (d).
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Slika 1. Simulacioni rezultati AM#1 za (a) U=450 V, J=2J,, B=10;

(b) U=575 V, B=10; (c) J=J,, B=10; (d) U=450 V, J=J,;
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Slika 2. Simulacioni rezultati AM#2 za (a) U=460 V, J=2J,, B=40;
(b) U=460 V, B=40; (c) J=J,, B=40; (d) U=460 V, J=2J,;

Inverzni pristup zasnovana na Lambert W funkciji pokazuje
veoma dobru usaglasenost sa poznatim analitickim izrazom
[12], kao i sa simulacijama dobijenim u Matlab/Simulink,
potvrdujuéi svoju tacnost i pouzdanost u procjeni brzina-
vrijeme karakteristika AM pod gravitacionim opterecenjem.

Numericki rezultati za AM#2 dati su u Tabeli Ill. Za ovu
masinu testiranje inverznog postupka izvedeno je slicno kao za
AM#1, pri ¢emu se u ovom slucaju koristi masina znatno vece
snage kako bi se procijenila ta¢nost i pouzdanost inverznog
modela.

TABELA 11l. NUMERICKI REZULTATI ITERATIVNE PROCEDURE ZA AM#2

t[s] FF s Wy n [o/min]
0.05 36.1090 0.9743 2.6224 46.21511
0.25 36.7128 0.8079 2.6345 345.7583
0.50 37.6123 0.5610 2.6520 790.1254
0.75 38.6261 0.2842 2.6713 1288.4945
1.00 39.3927 0.0758 2.6857 1663.6151
1.40 39.6193 0.0143 2.6898 1774.2335

Na Slici 2 (a) prikazana je brzina-vrijeme karakteristika
AM#2 pri gravitacionom koeficijentu opterecenja B=40Nm,
U=460V i J=2Jn. Dodatno, Slika 2 (b), (c) i (d) prikazuju
testiranja inverznog modela pod razli¢itim operativnim
uslovima, ukljucujué¢i promjene napona, momenta inercije i
gravitacionih koeficijenata optereéenja, respektivno. Ovi
rezultati pokazuju izuzetno dobro poklapanje brzina-vrijeme
karakteristika dobijenih inverznim modelom sa analitickim

izrazom datim jednaéinom (12) i simulacijama u
Matlab/Simulink okruZenju.
Svi prethodno prikazani rezultati pokazuju tacnost,

primjenjivost i opravdanost primjene predloZene iterativne
procedure za modelovanje brzina-vrijeme karakteristika AM
prilikom direktnog starta sa gravitacionom opterecenju.

V. ZAKLJUCAK

U radu je prikazan novi inverzni model brzina-vrijeme
karaketristike AM. Numericki rezultati za AM razli¢itih snaga
(AM#1 i AM#2) pokazuju veoma dobro slaganje sa analiti¢kim
izrazom dostupnim u literaturi, kao i odgovaraju¢im
Matlab/Simulink simulacijama.

Primjena ovog inverznog modela omogucava da se u
svakom trenutku precizno odredi brzina na osnovu poznatog
vremena tokom rada AM pod gravitacionim optere¢enjem. S
obzirom na dobijene rezultate, predloZena metoda predstavlja
koristan alat za inZenjerske aplikacije, omogucavajuéi precizno
modelovanje brzine diretkno startovane AM pri gravitacionom
tipu opterecenja, bez potrebe za slozenim numerickim
proracunima. U buduéem radu analizirae se primjena
predlozene metode za druge tipove opterecenja, kao i za
proracun struje startovanja AM.
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ABSTRACT

In this paper, an invertible time-speed characteristic of an
induction machine (IM) under direct start and gravitational
(constant) load is developed. Based on IM parameters, an
analytical expression for the starting time is derived, with this
formula reformulated into a nonlinear equation. Given that this
equation lacks a closed-form analytical solution, a new iterative
procedure based on the Lambert W function is proposed. The
suggested method enables precise calculation of the IM speed
at any moment during the start-up phase under gravitational
load. The accuracy of this iterative approach is confirmed by
comparing results with a well-known analytical formula and
Matlab/Simulink simulations. The obtained numerical results
show a very good agreement with the realized simulations.
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