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Sazetak—Proces generisanja struje pri povratnom udaru
atmosferskog praznjenja je opisan inZenjerskim modelom
putujuceg strujnog izvora. Postupak rada sa ovim modelom se
svodi na izraunavanje funkcije praZnjenja kanala koja je
opisana sa Volterinom integralnom jednac¢inom prve vrste. Zatim
se ova funkcija koristi za izra¢unavanje odgovarajucih fizickih
veli¢ina vezanih za dinamiku kanala atmosferskog praznjenja. U
radu je prikazana primena Padé-ove aproksimacije i Laplasove
transformacije za aproksimativno analiti¢ko izralunavanje
funkcije praZnjenja kanala. IzvrSena je provera rezultata
proracuna.

Kljuéne reci — atmosfersko prainjenje, povratni udar, inverzna
Laplasova transformacija, Padé-ova aproksimacija, Meijer-ova G
funkcija; (key words)

l. Uvob

lako atmosfersko praznjenje predstavlja jedno od najcescih
elektri¢nih praznjenja u prirodi, izuzetno je teSko matematicki
modelovati fiziku koja se odvija u kanalu atmosferskog
praznjenja. Razlog je to S§to postoji dosta slozenih fizi¢kih
procesa koji se odvijaju istovremeno. Jedan od pristupa koji se
koristi u poslednje vreme je da se za opis procesa u kanalu
atmosferskog praznjenja Koriste inzenjerski modeli povratnog
udara [1]. Opravdanost ovog pristupa je potvrdena
eksperimentalno.

Za matematicko modelovanje elektri¢nih procesa u kanalu
atmosferskog praznjenja koriS¢en je GTCS model (the
generalized lightning traveling current source return stroke
model) [2]-[3]. Osnovna stvar u radu sa ovim modelom je
precizno izraCunavanje funkcije praznjenja iz Volterine
integralne jednaline prvog reda [2]. Zatim se ova funkcija
koristi za proracun odgovarajucih fizi¢kih veli¢ina vezanih za
dinamiku kanala atmosferskog praznjenja [1].

Najcesce korisc¢eni postupak za reSavanje linearne Volterine
integralne jednaCine prvog reda je primena Laplasove
transformacije [4]. Pri resavanju ovog tipa jednacine, javljaju
se dva problema: nalazenje direktne Laplasove transformacije
preko poznatih funkcija, koje u opstem sluc¢aju nije moguce i
nalazenje inverzne Laplasove transformacije reSenja [5], [14].
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u disertaciji [1] primenjen je Gaver-Stefesov algoritam za
njeno izracunavanje.

AnaliticCko reSavanje problema Kkoji su modelovani
matemati¢kim modelima, zahteva izvesna pojednostavljenja
(aproksimacije), zbog matematicke slozenosti [6]. Tako da je u
ovom radu pod odredenim uslovima primenom Padé-ove
aproksimacije u s-domenu pojednostavljeno izraGunavanje
inverzne Laplasove transformacije reSenja u analitickom obliku
koje je prakti¢no uporedivo po ta¢nosti sa vremenskim oblikom
signala dobijenim u [1].

Rad je podeljen u tri poglavlja sa uvodom, zaklju¢kom i
literaturom. U drugom poglavlju je prikazan matematicki
model fizi¢kog procesa koje treba resiti kao i pregled problema
pri njegovom reSavanju. Takode, naveden je prethodni
(numericki) metod koji se koristio za nalazenje inverzne
Laplasove transformacije. U tre¢em poglavlju, data je primena
Padé-ove aproksimacije za izraGunavanje funkcije elektri¢nog
praznjenja u kanalu munje [7]-[8]. Cetvrto poglavlje
predstavlja proceduru primene ovog algoritma na dati problem
sa odgovaraju¢im simulacijama.

Il.  POSTAVKA PROBLEMA

Funkcija praznjenja kanala izracunava se iz jednacine (1):

io(t)=qu(z)~§f(t—z/v*)dz, (1)

gde je f(t—z/v*)funkcija praznjenja kanala, dok su iy(t)

struja u tacki udara i Q) (Z) poduzna gustina naelektrisanja [2].

Ova jednacina je nelinearna, nehomogena Volterina
integralna jednaCina prve vrste. Ovo je slabo uslovljen
problem, Sto znaci da su reSenja jednacine u opStem slucaju
nestabilna. To zna¢i da mala odstupanja u ulaznim veli¢inama
mogu da dovedu do divergencije resenja. Shodno tome, zbog
velike osetljivisti numeri¢kog reSenja, postavlja se pitanje
njegove pouzdanosti, pa se za reSenje datog problema Koriste
analitiCke metode ¢ija rjeSenja [9] su iskazana preko specijalnih
funkcija. U disertaciji [2] detaljno su opisane funkcije koje se
koriste za modelovanje struje u tacki udara, kao i za

modelovanje poduzne koli¢ine naelektrisanja. Funkcije i (t) i
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ds (Z) su realne fizicke veli¢ine, a funkcija praznjenja koju
racunamo je fiktivna veli¢ina koja je proizasla iz GTCS modela
[2].

Volterina integralna jednac¢ina posle uvodenja odredenih
transformacija [8], se moze pojednostaviti tako da postaje
integralna jednacina konvolucionog tipa:

i(0)=[ a@f,t-0-dr=[at-0f@)-dr, (@)

gdesu i(t) =i (t)/v* u q(x) =q',(z=Vv*1) .
Kada se na integralnu jednacinu konvolucionog tipa (2)
primeni Laplasova transformacija, dobija se:

1(s) =Q(s)- F(s), ®3)
gdesu I(s) , Q(s) i F(s) Laplasove transformacije funkcija
i(t), q(t) i f,(t), respektivno. Na osnovu tablica Laplasove
transformacije datih u [10] (formula 8 na strani 21), funkciju
g0 =x"(x""

+2)" se transformise u oblik dat izrazom

(Z / k)vI;,H-l/Z Kol II
=N X CBkelk | Tk
(2m) "I (-v) p* p'z

i(l,—p), A(k,v+1)} @
(k,0),

a,...a,
by....b,

ova G funkcija [10]-[11] koja je objasnjena u Dodatak-u.

gde je A(r,a)=%.a7+1,...,a+:_1 i Gn?:r?[z

J Meijer-
Opsti oblik struje i(t) u vremenskom domenu je [2], [15]:

—e ©)

transformacije. Uzimajuci slede¢e parametre na osnovu (4) i

p=(r-(s+7,")) odnosno:

71, (5] 1622 MeijerG {[[—5/5,-4/5,-3/5,-2/5,-1/5,0],[]], [[o1, []],%]
1(s) = —— 2P J(6)

n-v’ (271:)[%%) r(-v) py

Opsti oblik funkcije q(t) u vremenskom domenu je:

Mgy o A
2.g'(t)+
Vv Vv

q(t) = Q, ~[g(t)+ 2 ~g“(t)j, )

pri ¢emu je opsti oblik funkcije g(t) u vremenskom domenu

dat kao:
Sl
T _t
N1/ (8)

e f

Funkcije g(t) je preslikana u kompleksni domen G(s),
koriste¢i pravilo (4), uzimajuéi u obzir sledece parametre
z=1, m=p=4,1=5, k=1, v=-1, p=(7,(s+7,')):

g(t) =

rl(ijv |6w272) MeijerG([[-4/4,-3/4,-2/4,-1/4,0],[]], [[O],[]],%J
G(s) = ZPJ (9

(zn)(?ﬂ r(-v)p*?
Preslikavanjem funkcije struje q(t) u Laplasov domen se
radi po formuli:

kvil (sG(s)- 9(0))+%-(sze<s)—sg<0>— g '(0))], (10)

Q(S)on'[G(S)+

Konaéni rezultat se dobija kori§¢enjem izraza za inverznu
Laplasovu transformaciju

G+ioo

LO=CHREIO=— | R, QD)
27“ o—iw

gdje je F(s)=1(s)/Q(s) . Inverzna Laplasova transformacija
funkcije F(s) se ne moze izraziti u zatvorenom analitickom
obliku. Primenom numeri¢kih metoda na izraCunavawe
inverzne Laplasove transformacije na relaciju (11) na primer
Gaver-ovog algoritma [1] je to $to moze da zahteva dugo
vreme racunanja. Rad [12] predstavlja pokuSaj da se ovaj
problem prevazide.

I1l. PADEOVA APROKSIMACHIA

U matemati¢koj analizi, Padé-ova aproksimacija [7]-[8]
predstavlja metodu za racionalne aproksimacije analitickih
funkcija bilo da se radi u kompleksnom ili vremenskom
domenu. Metod podrazumeva racionalnu aproksimaciju
funkcije F(s) u okolini tacke razvoja s=s,. Tako da je Pade-

ova aproksimacija, na primer, funkcije
F(s) = A, (s)/B,(s)+&(s) , odnosno:
EPAMNI gy = A (S) 8, +8,S+8,5" +..+a,s" 12)

By(s) 1+bs+b,s’+..+bs"
gde se vrednosti nepoznatih koeficijenata polinoma A, (s) i
B, (s) dobija koriscenjem Tejlorovog razvoja [7]-[8]
funkcije:
1 d?

FTSs=wcsk,c =——
(s) ;k T

FO, . (13
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i na osnovu relacije:
FTS(S) - FPA[M,N](S)+O(SM+N+1). (14)
Padé-ova aproksimacija se dobija iz (12) i (13),
podudaranjem M +N+1  koeficijenata F™-B,(s) sa
A, (s) [8]. Stoga se nepoznati koeficijenti odreduju kao

reSenje skupa linearnih jednadina datih u matri¢noj formi:

100 L 0 0 L 0 1[a C

01 0L —C, 0 L 0 a C,

M MO M M M M M
000 1 -y, -, L —cyu Jaw|_| Cu (15)
00 0L —Cy —Cua L —Cumna bl Cvat

00 0L Cyma Cy L —Cuniz bz Cum2
MMM M M M (6] M M M

00 0 0 =Gy Cyme L~ | by [Cuun

IV. REZULTATI | DISKUSIA

Volterina integralna jednacina je analiti¢ki reSena za veliki
broj primera. U ovom radu smo predstavili rezultat za slucaj
dat u [8] koji je dobijen novom metodom. Podaci koji su
koris¢eni u ovom primeru su dati u Tabeli 1.

TABELA L PODACI ZA RESAVANJE JEDNACINE (1)
Predlcli(i::set ;/rll'teidnosti Vrednosti
I, [A] 13000
n 5
n 0,87
us] 0,24-10°°
T [s] 3,4-10°
Ta[s] 6-107
Q',[C/m] -1,885-10"
h[m] 9
Ao[m] 255
A [M] 45
ko [M] 0
m 4

Slede¢i prethodno datu proceduru dobija se:

1(s)
F(s)=——=. (16)
Q)
Za dobijanje  rezultata  primenjujemo Padé-ovu

aproksimacija funkcije F(s) u okolini s=0. Na osnovu
iskustva su uzeti koeficijenti M =2i N =4, a kao rezultat se
dobija aprokismativni izraz F,, (s) = F™**(s) :

a,+a,-s+a,-s’
b, +b s +b,s? +b,s* +b,s*’

Fin(s)=— (17)

gde su vrednosti koeficijenata date u Tabeli I1:

TABELA II. VREDNOST KOEFICIJENATA U JEDNACINI (17)
Koeficijenti Vrednosti

a, 1,05967651

Q 0,26241392-10°

a, 0,30984355-10*

b, 1

by 0,30687307-10°

b, 0,17584461-10™

b, 0,17248547-107*

b, 0,31466703-10°

Primenom inverzne Laplasove transformacija funkcije F,(s),
dobija se aproksimativno resenje f,(t) = L™ {F, ()} :

() =— (ke ke kg e k), (18)

Vrednosti koeficijenata iz jednaéine (18) date u Tabeli IlI:

TABELA I PODACI ZA RESAVANIE JEDNACINE (18)
Koeficijenti Vrednosti

k, -0,26375563-10'
k, 0,42082251-10°

K, 0,90576638-10°

K, 0,10638159-10°

K 0,17317901-10’

K, 0,16696618-10

k, -0,22419597

Kq 0,42516233-10°

Na kraju, potrebno je proveriti dobijeni rezultat f,(t) kroz
konvoluciju sa funkcijom q(t) koriste¢i jednacinu (2). Kao
rezultat konvolucije dobija se aproksimativna funkcija struje
i, (t) koju je potrebno porediti sa polaznom strujom i(t) .
Dobijeni rezultati simulacije su prikazani na slici 1.
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Slikal.  Poredenje grafika struje i(t) iaproksimativne struje i (t)

dobijene konvolucijom funkcije q(t) i aproksimativnog resenja f,(t) .

Slika 1 potvrduje tacnost aproksimativne metode. U
literaturi postoje razvijeni brojni numeric¢ki algoritmi koji
nalaze inverznu Laplasovu transformaciju [12]-[13], pa se
dobijeni analiticki rezultat moze porediti sa vise metoda.

V. ZAKLJUCAK

Nova metoda, odnosno alogoritam za izraCunavanje
funkcionalne zavisnosti elektri¢nog praznjenja u kanalu munje
od vremena primenom Pade-ove aproksimacije je dala
adekvatne rezultate koji su prakti¢no uporedivi po ta¢nosti sa
vremenskim oblikom signala dobijenim drugim algoritmima.
Osim toga prednost novog algoritma je u njegovoj mnogo
vecCoj brzini numeri¢kog izracunavanja u odnosu na druge
algoritme u ovoj oblasti. Ovo ukazuje na dalje istrazivanje
odgovarajuc¢ih aproksimacija u datim i slicnim problemima
matematicke fizike.

DODATAK

Specijalna Meijer G-funkcija je definisana krivolinijskim
integralom u kompleksnoj ravni (videti [11, strana 207]):

N O WO (0 OOy T HO -
Gy [z bl,---,bq]:Gp'q [z

By By By oD
. ﬁl“(bv —s)ﬁl"(l—av +s) (bY)
==l j;l vl 5 -z°ds
[Ira-b+s)[] (@ -s)
v=m+1 v=n+1

gde je L putanja integracije, a T'(s)= _[: x*'e*dx je Gamma
funkcija.
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ABSTRACT

The process of generation of the current in the lightning
channel during the return stroke is described by the engineering
traveling current source model. Method of work with this
model comes down to calculation channel discharge function
from Volterra integral equation of the first kind. Then, this
function is used for calculation of all essential physical
quantities related to lightning channel dynamics. The paper
presents the application of Padé approximations and Laplace
transforms for approximate calculation of the channel
discharge function. The calculation results were checked.

APPLICATION OF PADE APPROXIMATION FOR
ACCELERATION OF SIGNAL PROCESSING
ALGORITHMS IN PROBLEMS OF ATMOSPHERIC
DISCHARGE
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