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Sa’etak—U ovom radu izloZen je postupak procene vrednosti
iracionalnog broja Pi primenom Monte Carlo metoda, pri
nasumi¢nom izboru velikog broja ta¢aka untar kvadrata u koji je
upisana kruZnica, procenom verovatnoce da sluc¢ajno generisana
tacka prirada i unutras$njosti kruga, respektujuc¢i odnos povrsina
kvadrata i upisanog kruga. Uradena je analiza tacnosti
estimirane vrednosti broja Pi u zavisnosti od broja sluc¢ajno
generisanih tacaka, uz ocekivani rezultat koji je u skladu sa
zakonom velikih brojeva. Prikazano je nekoliko ishoda
simulacije, uz diskusiju kvaliteta generatora pseudoslucajnih
brojeva u programskim okruZenjima MATLAB i Mathematica.
Koriséeni su generatori dostupni u okviru ovih alata, bez
detaljnije analize moguénosti poboljSanja njihovih performansi.
Animacija kojom je ispracen rast broja slu¢ajno generisanih
tacaka, kao i njegov uticaj na tacnost procene, uradeni su u
Scratch programibilnom alatu.

Kljucne reci-generator pseudoslucajnih brojeva; Monte Carlo
metode; procena vrednosti broja Pi

L UvobD

Monte Carlo metode predstavljaju statisticki simulacioni
postupak koji podrazumeva upotrebu nizova slucajnih brojeva
za vrSenje simulacije [1]. Upotreba i primena koncepta
slucajnosti i procesa ponavljanja u metodi, zbog odredene
analogije sa aktivnostima u kazinu i nekim igrama na srecu,
uticala je da i sam naziv metoda "Monte Carlo”, popularizovan
od strane prvih istrazivaca, inicijalno bude formiran bas po
nazivu ¢uvenog kazina u Monaku.

S obzirom da su za dobijanje dovoljno tane ocene trazene
veli¢ine potrebna izraCunavanja i odgovarajuca statisticka
obrada za veoma velik broj posebnih slucajeva, efektivna
primena Monte Carlo metoda omogucena je tek pojavom
elektronskih racunara [2], [3]. Monte Carlo metoda zahteva da
se fizicki sistem opiSe funkcijama gustine verovatnoce, da bi se
na osnovu toga izvr§io proces simulacije slu¢ajnim izborom
vrednosti iz funkcija [4]. Nakon realizacije mnogobrojnih

eksperimenata ili proba, za reSenje se uzima prosecan rezultat
svih simulacija. Monte Carlo metode imaju znacajnu primenu
prilikom resavanja razliitih problema kod kojih se tesko dolazi
do analitickih izraza, pa je pogodno koristiti racunske metode
zasnovane na modeliranju slu¢ajnih promenljivih [5]-[7].

Osim primene u integraciji, optimizaciji 1 generisanju
uzoraka kod raspodele verovatnoée, Monte Carlo metode su
veoma korisne i u fizickim problemima, u okviru simulacije
sistema sa viSe stepena slobode. Primena Monte Carlo metoda
podrazumeva: definisanje domena ulaza, zatim generisanje
niza slucajnih ulaza pomocu raspodele verovatnoce, kao i
vrSenje  deterministickih ~ prorauna i  sazimanje ili
usrednjavanje rezultata [8]-[10].

Prilikom procene broja Pi, koji je zbog mnogih primena
interesantan u matematici, koriSéene su razne aproksimacije
racinalnim brojevima, kao §to su 22/7 koja ima ta¢nost za prve
dve decimale, zatim 333/106 za 4 decimale, 355/113 za 5
decimala... Proracun vise od 12 triliona decimala broja Pi
primenom Chudnovsky formule trajao je skoro 100 dana,
zahtevajuéi izuzetne performance racunara na kojem je
proracun raden [11]-[13].

U okviru ovog rada primenom Monte Carlo metoda, na vrlo
jednostavan nacin moze se proceniti vrednost broja Pi, pri
¢emu tacnost 1 kvalitet estimacije svakako zavise od kvaliteta
generisanog niza slucajnih ulaza, kao i od broja izvrSenih
eksperimenata.

U drugom poglavlju rada izlozena je postavka problema i
definisan je domen ulaza, dok je realizacija algoritma,
ukljucujuci i diskusiju postignutih rezultata, data u tre¢em
poglavlju. U ¢etvrtom poglavlju je prikazana animacija radena
u Scratch programabilnom alatu, sa ciljem da se, prvenstveno u
nastavi matematike, verovatnote i statiske, na interaktivan
naéin, omoguéi vizuelno pracenje uticaja broja slucajno
generisanih tacaka koje se koriste u algoritmu, na tacnost
aproksimirane vrednosti broja Pi.
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II.  POSTAVKA PROBLEMA I DEFINISANJE DOMENA ULAZA

Primena Monte Carlo metoda u cilju procene broja Pi
odabirom tac¢aka unutar kruga koji je upisan u kvadrat, svodi se
na odredivanje verovatno¢e da slucajno izabrana tacka iz
kvadrata bude u krugu upisanom u kvadrat.

Povrsina kvadrata odredena je sa Av=R=1, sa ukupno Ny
generisanih tacaka, dok je povrSina od interesa za vrSenje
eksperimenta Cetvrtina kruga jedini¢énog precnika, odredena sa
Apie:1/4*R2*Pi:Pi/4, pri ¢emu se u toj povrsini nalazi ukupno
N, tacaka, kao Sto je prikazano na SI.1.
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Slika 1. Definisanje ulaznih podataka i povrsine od interesa

Odnos povrsina Ayie/Avox koji iznosi Pi/4, bice aproksimiran
odnosom generisanih tacaka u §to ve¢em broju, sa uniformnom
raspodelom, a nakon provere koje od njih se nalaze unutar
povrsine od interesa, odnosno unutar ¢etvrtine upisanog kruga,
$to se moze opisati sa:

N pie ~ ﬁ — z (1)
Nbox A)ox 4
Estimacija broja Pi odredena je sa:
4N .
=t @
Nbox

Primena ovakve metode zahteva vrSenje jednostavnog
proracuna za svaki ulaz, u smislu provere da li se tacka nalazi
unutar kruga, nakon Cega se jednostavno procenjuje vrednost
broja Pi. Na tacnost procene svakako utiCe kvalitet same
raspodele, Sto je wuslovljeno performansama generatora
psedoslucajnih brojeva, ali je od velikog znacaja i1 broj ulaznih
tacaka koje ¢e se koristiti u samoj proceni.

Generatori slu¢ajnih brojeva koriste konac¢an skup podataka
zbog ograni¢enih mogucénosti algoritama i racunara na kojima
se izvrSavaju [2]. Iz tog razloga generator sluc¢ajnih brojeva u
nekom trenutku pocinje da ponavlja nizove brojeva, a
maksimalna duzina tog niza pre pocetka ponavljanja
predstavlja period generatora slucajnih brojeva.

Struktura slucajnih tacaka je takode veoma vazna, a takode
je bitno da se generator lako implementira, odnosno da je
programski kod kratak i jednostavan. Uticaj povecanja broja

ulaznih tacaka koje e se koristiti u procesu procene, na kvalitet
same procene analiziran je u narednom poglavlju.

III. REALIZACIJA ALGORITMA I PRIKAZ REZULTATA

Upotrebom RandomReal [ ] generatora psedoslucajnih
brojava u programskom okruzenju Mathematica [14], za
razli¢ite vrednosti broja ulaznih tacaka, dobijeni su rezultati
prikazani na S1.2, S1.3. i Sl.4. Procena je vrSena za n=100,
n=1000 i n=10000 slucajno generisanih tacaka, Sto je
ilustrovano na S1.2, S1.3. 1 SL4., respektivno.

Primenom generatora pseudoslucajnih brojeva u MATLAB
programskom okruzenju [15], sa izdvojenim tackama koje
zadovoljavaju uslov pripadnosti krugu, prikazan je na SL.5,
S1.6, SL7. i SL8. respektivno, za razli¢ite vrednosti broja
generisanih tacaka, n=500, n=1000, n=5000 i n=10000,
respektivno. U slu¢aju 500 generisanih tacaka, procenjena
vrednost iznosi 3.1680, za 1000 tacaka iznosi 3.2240, za 5000
tacaka iznosi 3.1280, dok za 10000 tacaka iznosi 3.1496.
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Slika 2. Odredivanje broja Pi slu¢ajnim odabirom n=100 tacaka
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Slika 3. Odredivanje broja Pi slu¢ajnim odabirom n=1000 tacaka
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Slika 4.  Odredivanje broja Pi slu¢ajnim odabirom n=10000 tacaka Slika 7. Ilustracija ulaznog skupa slu¢ajnim odabirom n=5000 tacaka
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Slika 5. Ilustracija ulaznog skupa slu¢ajnim odabirom n=500 tacaka
Slika 8. Ilustracija ulaznog skupa slu¢ajnim odabirom n=10000 tacaka
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' ' ' ' i sa ve¢im brojem generisanih tacaka, $to je ilustrovano na
Slika 6.  Ilustracija ulaznog skupa sluc¢ajnim odabirom n=1000 tacaka S1.10. SL1.11.1S1.12., respektivno.
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Slika 9.  Estimacija Pi nakon slu¢ajnog odabira n=500 tacaka
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Slika 10. Estimacija Pi nakon slu¢ajnog odabira n=1000 tacaka
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Slika 11.  Estimacija Pi nakon slu¢ajnog odabira n=5000 tadaka
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Slika 12.  Estimacija Pi nakon slu¢ajnog odabira n=10000 tacaka

IV. KREIRANJE ANIMACIE U PROGRAMABILNOM ALATU
SCRATCH

Animacija kojom je ilustrovan uticaj povecanja broja
slucajno generisanih tacaka na kvalitet estimacije, uradena je u
Scratch programabilnom alatu, koji omogucava vrlo efikasnu
primenu programskih blokova umesto pisanja programskog
koda [16]-[18]. 1z tih razloga ovakva animacija pogodna je za
primenu u nastavi, jer se ne zahteva poznavanje sintakse nekog
konkretnog programskog jezika.

Osim $§to je besplatan, Scratch programabilni alat ima vrlo
jednostavan 1 intuitivan korisnicki interfejs [17], koji
omogucava da se programiranje svede na prevlacenje i
uklapanje blokova, kao Sto je prikazano na SI.13 i SL14.
Postoje blokovi za sve znacajne programske strukture koje se
mogu sresti u svakom savremenom programskom jeziku, a
postoje i blokovi za napredne koncepte poput dogadaja,
poruka, delegata.

go to x: | pick random BED) to EEE) ' v: ‘pick random EEE) to BB

lif . touching color 2

Slika 13. Prikaz algoritma realizovanog u Scratch programabilnom alatu
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Slika 14. Prikaz animacije realizovane u Scratch programabilnom alatu

ZAKLJUCAK

U ovom radu prezentovana je primena Monte Carlo metoda
za izraCunavanje priblizne vrenosti broja Pi, Kkoristeci
jednostavan  princip  aproksimacije. Rezultati  dobijeni
izvrSavanjem relativno jednostavnih raCunarskih programa
pisanih u razliCitim programskim okruzenjima, daju dobru
aproksimaciju za velik broj realizovanih eksperimenata, $to
moze biti vremenski vrlo zahtevno. Implementacije koje
ukljucuju generisanje slucajnih brojeva, crtanje grafikona,
usrednjavanje rezultata po nezavisnim eksperimentima, kao i
animaciju, izvedene su u MATLAB, Scratch i Mathematica
programskim okruzenjima.
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ABSTRACT

In this paper some basic concepts of the Monte Carlo
technique for estimating the value of a parameter are given, and
one simple Monte Carlo estimator is proposed, in order to
approximate the value of Pi. The random experiment is defined
as taking random samples over the bounding box, after
defining the event of interest, while the estimation is based on
different numbers of replications of the underlying experiment.
The uniform random number generator included in the
MATLAB library is used to generate random points in a square
around a circle of radius 1, while the points falling within the
inscribed circle are counted. The probability of data point
landing within the circle presents a ratio of the circle’s area to
the area of the square, which is used for estimation the value of
Pi. Some results are obtained using functions available in
Mathematica, while some interactive animations, realized using
Scratch programming language, are also provided.

PI APPROXIMATION USING MONTE CARLO
METHOD WITH INTERACTIVE ANIMATIONS
REALIZED IN DIFFERENT PROGRAMMING
ENVIRONMENTS
Ana Savic, Goran Bjelobaba, Hana Stefanovic
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