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Nova metoda diskretizacije PI/PID regulatora
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Sazetak—U ovom radu je data nova metoda diskretizacije PI/PID
regulatora primjenom Padé aproksimacije. Pokazano je kako se
direktnom primjenom Padé aproksimacije na funkciju prenosa
kontinualnog PI/PID regulatora jednostavno dobija odgovarajuci
diskretni ekvivalent. Opisana metoda je uporedena sa do sada
najce$¢e primijenjenim metodama diskretizacije kontinualnih
sistema, sa nekoliko indirektnih metoda diskretizacije
zasnovanim na numerickim aproksimacijama sistema. Efikasnost
predloZene metode potvrdena je simulacijama koje su pokazale
da dobijeni diskretni ekvivalent adekvatno aproksimira PI/PID
regulator sa serijskim filtrom I i II reda i da daje uporedive
rezultate u odnosu na navedene metode diskretizacije.
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1. UvobD

Svestranost primjene sa moguénostima obrade nelinearnih
jednacina upravljanja, slozenih proracuna i logi¢kih operacija
¢ini digitalne regulatore nezaobilaznim u industriji [1]. Osim
toga, koriS¢enjem mikroprocesora, mogucnost digitalnih
regulatora ima daleko Siru primjenu u odnosu na analogne
regulatore, na primjer zbog fleksibilnosti, jeftinije
implementacije, jednostavne rekonfiguracije, itd. a sve u cilju
realizacije adekvatnih zakona upravljanja procesima.

Regulator PI/PID i dalje preovladava u regulaciji procesa u
industriji [2-4] gdje se primjenjuje kao samostalan, ali i kao
funkcionalni blok unutar programabilnih logic¢kih jedinica i
distribuiranih upravljackih sistema. Zbog velikog znacaja i
primjene PI/PID regulatora u industriji [2-4], razvijene su
efikasne 1 jednostavne metode za podeSavanje parametara
industrijskih regulatora. Najveci broj ovih metoda se izvodi u
s-domenu [4-16], stoga se kao konacan rezultat projektovanja
dobija funkcija prenosa PI/PID regulatora C(s). To je ujedno i
prvi korak koji se vr$i u kontinualnom domenu ne uzimajuéi u
obzir teoremu odabiranja.

U cilju fizicke implementacije regulatora C(s) potrebno je
izvrSiti njegovu diskretizaciju. Najpoznatije metode su: metoda
nepromjenljivog odziva na impulsnu ili odsko¢nu pobudu,
primjena diskretnih modela sa kolima za zadrsku, preslikavanje
polova i nula (matched pole-zero models) kao 1 preslikavanja iz
s domena u z domen (s-z mapping) primjenom razlicitih
aproksimacionih metoda.
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U ovom radu je data jedana nova metoda diskretizacije
PI/PID regulatora primjenom Padé aproksimacije na funkciju
prenosa regulatora C(s). Diskretizacija je izvrSena na funkcije
prenosa PI/PID regulatora ¢iji parametri su podesSeni u [15], a
zatim je izvrSeno poredenje sa nekoliko najcesc¢e koris¢enih
numerickih metoda diskretizacije.

II.  METODE DISKRETIZACIE PI/PID REGULATORA

Idealni PID regulator se moze zapisati u obliku
C(s)y=k+ki/s+kgs. S obzirom da diferencijalni ¢lan ima veliko
pojacanje na visokim frekvencijama pojavljuju se velike
varijjacije u  upravljackom signalu kao  posljedica
visokofrekventnog mjernog Suma. Jedno rjeSenje ovog
problema je filtracija Suma koristenjem filtra prvog reda
Fne(s)=1/(Tis+1) samo na diferencijalni ¢lan.

Umjesto da se primjenjuje filtracija samo na diferencijalni
¢lan moguée je da se filtrira cjelokupna upravljacka
promjenljiva. U slucaju filtra funkcije prenosa prvog reda, PID
regulator je dat sa

kys* +hks+k;

C) == s+ M

a u slucaju filtra II reda, prema [16], ekvivalentna funkcija

prenosa PID regulatora je

kSt ks +k,
s(TPs* 12+ T.s+1)

C(s) 2

gdje su k, k 1 kg proporcionalno, integralno i diferencijalno
pojacanje, Ty vremenska konstanta filtra drugog reda sa
faktorom relativnog prigusenja ¢ =1/+/2. Vremenska

konstanta filtra 7; se bira naj¢esée kao (k/k;)/N za PI regulator,
odnosno (k/k)/N za PID regulator, pri ¢emu se N uzima u
opsegu 2-20, [16]. Kod primjene u industriji 7t mora da
zadovoljava relaciju 7t >0, pa je pozeljno da se uvodi u
proceduru projektovanja [17], kao $to je, na pimjer, izvrSeno u
[18].

Diskretizacija linearnih stacionarnih sistema Kkoristi za
osnovu preslikavanje polova iz s-domena u z-domen
transformacijom

z=¢" (3)
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gdje je T period odabiranja. Transformacijom (3) se preslikava
lijeva poluravan s-ravni u unutrasnjost jedini¢nog kruga z-ravni
Sto znaCi da d¢e stabilnost diskretnog sistema racionalne
funkcije prenosa C(z) biti sacuvana ako se svi polovi
diskretnog sistema nalaze u jedinicnom krugu. Kako je s=o+jw
tada vazi

g = e(a+ja))T _ eo‘Teij _ eo‘Tej(wT+2kiz) (4)
Iz jednacine (4) se zakljuCuje da se sve tacke iz s ravni, gdje su
frekvencije umnosci frekvencije odabiranja 27/7, preslikavaju
u iste tacke u z ravni, Sto znaci da postoji beskonacno
vrijednosti s za svaku vrijednost z. Treba napomenuti da
jednostavna 1 jednoznac¢na transformacija za preslikavanje nula
kontinualnog sistema u nule diskretnog sistema ne postoji i da
pozicija nula zavisi od perioda odabiranja T, tipa transformacije
i aproksimacije itd.

A. Direktna Padé aproksimacija PI/PID regulatora

Prvi korak u ovom postupku diskretizacije slijedi iz
jednacine (3), odakle je s=In(z)/T, a zamjenom u izraze (1) ili
(2) se dobija neracionalni oblik funkcije prenosa C(z). U
sljede¢em koraku se primjenjuje [M, N] Padé aproksimacija
koja je definisana u [19,20].

U slucaju PI/PID regulatora sa filtrom I reda za dobijeni
diskretni ekvivalent C**(z) uzima se M=N=2, a za PI/PID
regulator sa filtrom II reda uzima se N=2 ili N=3, a M=<N.
Treba imati u vidu da stabilnost diskretnog ekvivalenta nije
unaprijed zagarantovana.

B.  Indirektne metode diskretizacije PI/PID regulatora

Indirektne metode diskretizacije su tipa razlicitih
aproksimacija i zasnovane su na transformaciji tipa s=f(z),
gdje je flz) odgovarajuéa realna racionalna funkcija
kompleksne promjenljive dobijene na osnovu (3).

Najpoznatije ~ aproksimacije =~ Tustinova, Ojlerova
aproksimacija I i I vrste se svode na aproksimaciju operacija
diferenciranja i integraljenja. U Tabeli 1. date su diskretne
funkcije prenosa navedenih aproksimacija. Zamjenom
kompleksne promjenljive s sa 1/f(z) u izraz C(s) dobijaju se
odgovarajuce diskretne funkcije prenosa.

TABELA L DISKRETNI EKVIVALENTI OSNOVNIH APROKSIMACIJA
G(s) y P f2) Nagziv aproksimacije
1 0 Ojlerova I vrste
z-1
1 r(z+1) .
- 1 1 Tustinova
S 2(z-1)
1z .
1 12 Ojlerova II vrste
z—1

Ojlerovom aproksimacijom 1 vrste, C°'(z), stabilan
kontinualni sistem moze postati nestabilan u diskretnom
domenu. Ojlerovom aproksimacijom II vrste, C°*(z), stabilan

kontinualni sistem se preslikava u stabilan diskretni sistem, ali
se moze desiti 1 da se nestabilni kontinualni sistem preslika u
stabilan diskretni sistem. Tustinovom aproksimacijom,
C™(z), se stabilan kontinualni sistem preslikava u stabilan
diskretni i obrnuto.

U [21] je pokazano da veliki broj s-z aproksimacija
predstavljaju specijalne slucajeve 7T-integratora datog sa

X, =X, +Ty[P(dX/dt),+(1-P)(dX/dt),,] odakle se
dobija
1 Tz T
;~P;7+(1—P)ﬁy,Pe[O,2] (5)

gdje su P i p podesivi parametri, a T korak integracije. U
Tabeli 1 su date vrijednosti parametara P i y za koje se
dobijaju osnovne aproksimacije.

Polinomna aproksimacija funkcije (1/s)" data je u Tabeli 2,

a odgovarajuci ¢lanovi dobijaju se direktnom primjenom [n, 1]

Padé aproksimacije funkcije f{z)=(7/In(z))" u tacki z=1 ili na

osnovu formule (9):
1

zB, (2) "o

= B2 T"", nell,B,(z)=1 (6)
¢ (=Dl ooy 0 0
glie B (z)=b'z"" +b)z" " +b'

Dzurijev  polinom,

b =kb* +(n—k+DB" i k=2,nLb" =b" =1.
k n-1 k-1

Vrijednost nultog ¢lana g, formule (5) moze da se dobije

racunanjem nultih ¢lanova sljedeceg razvoja u red [22]:
n n—k 1
_ 1y ay S o_q4 1__1

a, =(-1) ]El (k+1)!,n >2,a, =1a, 3 7

Brojilac i imenilac funkcije prenosa C(s) iz (1) i (2) se najprije
podijele sa s”, i predstave u vidu racionalnih funkcija koje,
respektivno, imaju oblik

 kythks T +his™

G(s™) 1 ®)

Ti+s™

_ 2bkys " +2ks 4 2ks™
TP 4+2Ts ' 42572

GGs™) ©9)

Direktnom zamjenom s™ sa f,(z) iz Tabele 2. u izraze (7) i (8)
dobija se odgovarajuéi diskretni ekvivalent C*(z).

Bitno je napomenuti da je razlika izmedu analognog i
digitalnog sistema u efektu perioda diskretizacije na odziv
sistema. Promjene u vremenu odabiranja utiCu na odziv i
performanse, a mogu dovesti do nestabilnosti sistema. Treba
imati u vidu da izbor periode odabiranja T zavisi od vise
faktora od kojih su neki medusobno protivrjecni. Otuda se T
najceS¢e bira za svaki sistem ponaosob ili za jednu klasu
digitalnih sistema upravljanja kao kompromisno rjesenje. U
opStem slucaju izbor T je uslovljen dinamikom objekta
upravljanja, tj. strukturom objekta, vremenskim konstantama
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odredenim recipro¢nim vrijednostima polova njegove funkcije

prenosa i trnasportnim kasnjenjem [23].

TABELA 1II. DISKRETNI EKVIVALENTI 1/SN PREMA IZRAZU (5)
Gs) | N Ja(2)
) 1 z+1
221
, Ti 2 +10z+1
) 12y
ST 3 i z(z+1)
2 (z-1)°
A 7' 21242 447427 12421
720 (z-1n

III. SIMULACIONA ANALIZA

Slika 1.

Cis)

)

7

Amplitudske i fazne frekvencijske karakteristike PI regulatora C(s)

sa serijskim filtrom IT reda 7/=0,4080 [18] i C"(2) za proces Gy (s)

Efikasnost opisanog postupka diskretizacije je razmatrana
na funkcijama prenosa PI/PID regulatora ¢iji su parametri
podeseni po proceduri PI/PID-tun datoj u radu [15].
Razmotreni su primjeri sa i bez primjene serijskog filtra kod

PI/PID regulatora [15, 18].

Predlozena metoda diskretizacije je analizirana na cetiri
procesa koji obuhvataju stabilne i nestabilne procese, sa i bez
transportnog kasnjenja. U Tabeli 3. dati su parametri PI/PID

regulatora kojim se reguliSu sljedeéi procesi:

G, (s) =

(s+1)°
1
sz (S) = >
(s +1)(0.25 +1)(0.04s +1)(0.008s + 1)
—4s
2s +1)e
Gp3 (S) = ( ) >
(10s +1)(7s +1)(3s +1)
—0.5s
G, (s)= .
(55 = 1)(2s +1)(0.55 +1)
TABELA TII. PARAMETRI PI/PID REGULATORA C(5) [15]
Proces k ki ka T;

G,i(s) - PID 2,2796 0,8166  2,3052  0,0881
Gpi(s) - PI 18] 0,3300 0,1200 - 0,4080
Gyo(s) - PID 24,428 81,689 2,39 0,0090
Gp(s) - P1 2,9644  4,2423 - -
Gys(s) - PID 2,5910 0,1782 11,2637 0,4036
Gpuls) - PI 0,9257  0,0633 = =
Gu(s) - PID 3,4546  0,3502 6,1975 0,3013
Gp(s) - PI 1,3444  0,0044 - -

Slika 2.

Slika 3.
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Amplitudske i fazne frekvencijske karakteristike PI regulatora C(s)
pri T=0 i C"(z)=C"(2)=C™\(z) pri T=0,1 za proces G(s)
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Amplitudske i fazne frekvencijske karakteristike PID regulatora
C(s) sa serijskim filtrom 1 reda i C™(z) za proces G (s)
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Slika 4, ~ Amplitudske i fazne frekvencijske karakteristike PID regulatora Slika 5. Amplitudske i fazne frekvencijske karakteristike PID regulatora
C(s) sa serijskim filtrom I reda i C*(z), C"(2), C°'(2), C*%(2) i C™'(2), C(s) sa serijskim filtrom II reda i C*(z), C™(z), C°'(z), C%%(z) i C™\(z),

za proces Gpa(s) za proces Gpa(s)

Funkcije prenosa diskretnih ekvivalenata PI regulatora za nekoliko procesa su:

0,0319(z+8,2290)(z+0,07483)(z—0,96429)
(z—1)(z2-1,51842+0,61247)

Proces G,(s), T=0,4080 i 7=0,1: C""*(z) =

>

TV (zy = 0001909643+ cor gy 001201G32-318) ooy 0.02552(-09649D)
(z=1)(z2-1.521352+0.61557) (z—=1)(22-1,50982+0,62995) (z—1)(22-1.546382+0.62099)
() = 0:00263(+10,08)(+0,10288)(2-0,96429)

(z-1)(22-1,51842+0,61247)

3,17651(z-0,86645)
z—1

3,17650(z—0,86646)

z—1

2,96440(z—-0,85689)

Proces Gy(s): =0 7=0,1: C™(z)=C""(z) = =

3,38863(z—0,87481)

z—1

, C%z)=

>

Cc%(z) = , C™(2) =

Funkcije prenosa diskretnih ekvivalenata PID regulatora za nekoliko procesa su:

0,00123(1127,66852z*-2252,74422+1125,0775)

Proces G(s), T=0,4036 i T=0,01: C'*(z) =
e 23 (2—1)(22—1,94982+0,9509)

O () = 0,6749(z+1,0015)(=*~1,99772+09977) (2) = 11,8179(z+1)(22-1,78032+0,7944)
313 (z-1)(z2-1,95052+0,9516) ’ (z-1)(22-0,63222+0,2431)
(2 = 0,0012(1126,3702-2250,149z+1123,781) 02 (2)= 9,44952(z2-1,78992+0,9977)
(z—1)(z2~1,95042+0,9517) ’ (z-1)(2%-1,95052+0,9517)
2_
() = 0:6749(z+1.0015)(22~199772+0,9977)

(z-1)(2%~1,95042+0,9516)

5,0469(z+1,0382)(z—0,9585)(z—0,9868)
(z-1)(z2-1.3529+0,5144)

Proces Gy(s), T=0,3013i T=0,1: C, (z) =

5,0599(z+1)(z—0,9585)(z—0,9868)

" (2)= (O (z) = 13,6536(2-0.9575)(=0.9868)
(z-1)(z%-1,36262+0,5214) (z-1)(z%-1,33622+0,5565)
0 (z) = 1:65482(2-09593)(z=0.9868) -1 ) _ 5:1029(z+1.0378)(2-0,9585)(2~0.9868)

(z-1)(z>-1,41382+0,5308) (z-1)(z%-1,34522+0,5084)
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Na slikama 1, 2 i 3 prikazane su amplitudske i fazne
frekvencijske karakteristike kontinualnog i diskretnog PI/PID
regulatora kojim se potvrduje efikasnost predloZzene metode
diskretizacije. Na slikama 4 i 5 poredena je predloZena metoda
diskretizacije sa ostalim navedenim metodama. Rezultati su
pokazali da predlozena metoda adekvatno aproksimira
funkciju prenosa kontinualnog PI/PID regulatora. Zakljucuje
se da  kod PI regulatora  za T=0  vazi

C™(z)=Cc™(z)~C™(z), a kod PID regulatora

C™ ()~ () i C™(2)~ €™ (2). Bitno je napomenuti

da bez obzira koja metoda diskretizacije je primijenjena, kod
prakticne realizacije je potrebno da zahtijevani period
diskretizacije ne prevazilazi hardverska ograni¢enja koja
postoje kako kod nelinearnih tako i kod linearnih sistema.
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ABSTRACT

This paper presents a new discretization method of PI/PID
controller using the Padé approximation. It is shown that the
direct application of Padé approximation to the transfer
function of a continuous PI/PID controller simply leads to the
appropriate discrete equivalent. The described method is
compared with the most frequently applied discretization
methods of continuous systems, i.e. with several indirect
discretization methods based on numerical approximations of
the system. The effectiveness of the proposed method is
confirmed by numerical simulations that showed that the
resulting discrete equivalent adequately approximates PI/PID
controller with serial filter of the first or the second order and
that gives adequate results compared to above mentioned
discretization methods.

A NEW DISCRETIZATION METHOD OF PI/PID
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