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Sazetak—Geometrijsko mjesto korijena (GMK) su krive u
kompleksnoj ravni u zavisnosti od realnog parametra koje
predstavljaju poloZaj korijena karakteristi¢ne jednacine sistema.
Moze se reéi da su GMK obi¢no neprekidne (kontinualne) Krive,
ali postoje slucajevi kada to nisu i bi¢e predmet analize u ovom
radu. Takode ¢e biti definisana pravila za konstrukciju
prekidnog GMK i bi¢e pokazana na nekoliko primjera sa
graficima.

Kljucne rijeci- Geometrijsko  mjesto Sistemi
upravljanja; Karakteristicna jednacina sistema;
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1. UvobD

Osnovne postavke metode geometrijskog mjesta korijena je
1948. godine definisao ruski nauc¢nik K. F. Teodor¢ik [1].
Medutim, metodu su ubrzo razradili ameri¢ki naucnik Ivens
(Evans) [2,3], pa zatim ponovo Teodor¢ik i Bendrikov [4] i
Uderman u Rusiji [5].

Metoda GMK su krive u komleksnoj s —ravni u zavisnosti
od realnog parametra k € koje predstavljaju polozaj korijena
karakteristicne jednaCine sistema 1+kW, (s)=0 . Metoda se

zasniva takode i da uspostavi odnos izmedu polova i nula
funkcije povratnog i spregnutog prenosa sistema sa povratnom
spregom u kompleksnoj ravni. Metoda GMK u sistemima
automatskog upravljanja (SAU) pruza moguénost podeSavanja
spektra polova, nula u zavisnosti od realnog parametra
(pojacanja) funkcije povratnog prenosa tako da polovi i nule
funkcije spregnutog prenosa dobiju Zeljene vrijednosti (polozaj
u kompleksnoj ravni), odnosno da sistem u zatvorenoj
povratnoj sprezi dobije Zeljene performanse/robusnost [6-10].

Metoda GMK je standardno razvijena za klasu realnih
racionalnih  funkcija povratnog prenosa kompleksnog
argumenta, dok je u novije vrijeme metoda GMK uopstena za
realnu klasu funkcije povratnog prenosa koje ne moraju biti
racionalne (procesi sa transportnim kasnjenjem, distribuirani
procesi, frakcioni procesi, procesi sa slozenom funkcijom
povratnog prenosa, itd) [10]. Na ovaj nadin metoda GMK
postaje opsSta metoda za analizu i sintezu SAU u kompleksnom
domenu bez ograniCenja na slozenost funkcije povratnog
prenosa. Medutim neka standardna pravila za konstrukciju
GMK ne vaze za odredenu klasu realnih racionalnih funkcija
povratnog prenosa $to je i motivacija za ovaj rad da se takvi

slucajevi posebno analiziraju i pokazu na nekoliko primjera sa
graficima. Takve klase funkcija povratnog prenosa u opsStem
slu¢aju daju prekidni GMK.
II.  KRATAK PREGLED OSNOVNIH PRAVILA GMK

Konstrukcija GMK primjenom osnovnih prvila ukljucujuéi
princip  modula |kWn (s)| =1 1 princip argumenta
arg(kW (s))=n(2l+1) , 1€l , ne zahtijeva izraCunavanje
korijena karakteristicne jednacine sistema 1+ kW (s)=0, za
sve vrijednosti realnog parametra &, [1-10].
1. Broj krivih GMK, s obzirom na uslov fizi¢ke ostvarljivosti,
jednak je broju polova funkcije povratnog prenosa a koji

odgovara cjelobrojnoj vrijednosti stepena karakteristicne
jednacine sistema.

2. Krive GMK koje ne pripadaju realnoj osi kompleksne ravni
su u odnosu na nju simetri¢ne za sisteme Cija karakteristicna
jednacina ima realne koeficijente tj. ako je ispunjen uslov

W.(s)=W. () , gdje nadvuCeno predstavlja operaciju
konjugacija.

3. Za k=0 GMK se nalazi u polovima ili u opstem slucaju u
singularnim tackama funkcije W, (s) .

4. Za k—>oo GMK se nalazi u nulama funkcije W, (s) ili u
opstem slucaju u singularnim tackama funkcije 1/W,_(s).

5. Asimptotske osobine. Grane GMK koje se zavrSavaju u
nulama u beskonacnosti teze asimptotski ka njima. Sve
asimptote se sijeku u jednoj tacki (koja ne mora biti konacna)
na realnoj osi (u zvezdistu asimptota) ¢ija je apscisa odredena
izrazom

o, :—llim PAC) , f(2)= z ,
’ r =0\ f(z) W(l/z)
Uglovi asimptota se odreduju po formuli

r>0, kel .

T 0 tefi|—r<2+1< e}
¢a/: 2[ d
=E k<0, le{l|-r<2<rlel)
r
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Parametar r odreduje u opStem slu¢aju na osnovu principa

. 1 ¢ W'(s)

argumenta po formuli r=———
27jv W(s)

koja obuhvata cijelu s—ravan. Elementarnim transformacijama

u vecini slucajeva prethodna relacija se moze svesti na oblik

1 2”1. sW'(s)
27 5 ool W(s)

ds , po konturi T’

=

}d(o . Ako je normalizovana
s=pe'?

funkcija povratnog prenosa racionalna W, (s)= B, (s)/A,(s)
iz predhodnih opstih pravila za asimptote slijede standardne

relacije o, = (Z P~ Zzi J/(n —m), dok se uglovi asimptota
=1

i=1

odreduju
21 +1
u,k>0,le{l|—(n—m)<21+1£n—m,leD}
_J) n-m
& 2z ’
, k<0,le{l|-(n-m)<2l<n—-m,lell}
n—m

gdie su p,, j=Ln i z, i=1,m korijeni polinoma A, (s) 1
B, (s) respektivno. MoZe se uociti da ova pravila za asimptote
ne vaze kada je ij :Zzi i r=0ili n=m. Upravo i za
j=1 i=1

ovakve slucajeve se javlja prekidni GMK koji ¢e biti
analiziran u narednom poglavlju.

6. Grane GMK na realnoj osi nalaze se lijevo (desno) od
neparnog broja kritiCnih tacaka ako je lim<kWn(s)s’)>0

[
(‘l‘im<kVV;l(s)s")<O ), odnosno dijelovi realne ose koji se
nalaze lijevo (desno) od neparnog broja polova i nula su
istovremeno i dijelovi GMK.
7. Singularna tacka s, GMK predstavljaju presjek ¢ krivih
GMK u s-ravni
d" (1/w,(s))/ds"

koja zadovoljava rjeSenja jednacine

=0, v=1,g—1. Specijalno ako je g =2

is,=0,€ll presjck GMK pripada realnoj osi s-ravni (moze
biti  odredena i  primjenom  faznog  kriterijuma
Z;l/(ao—p,.)—ZLl/(O'O—z,)zo ) tako da se tacka
presjeka nalazi izmedu dvije susjedne kriti¢ne tacke (pol ili
nula), na dijelu realne ose koji pripada GMK.

8. Uglovi izlaska (ulaska) GMK iz polova (u nule) odreduju se
na osnovu faznog kriterijuma, izborom tacke s, koja se, po
pretpostavci, nalazi na GMK beskonacno blizu posmatranog
prostog (jednostrukog) pola p, (proste nule z, ) na osnovu

formule B, =—lim (arg {W,(s)/ W} (5)}) odnosno
Sp;
a, :lim<arg{Wn’s)/an(s)}) gde su f, («,)- traZeni ugao

izlaska (ulaska) GMK iz posmatranog prostog pola p, (proste

nule z, ). Napomenimo da neodredenost grani¢ne vrijednosti
ukazuje na visSestrukost pola ili nule.

Za racionalne funkcije povratnog prenosa ukljucujuci i
viSestrukim pola p, viSestrukosti 77 €l (nule z, viSestrukosti

uell)
izlaska (ulaska) GMK iz polova (u nule) na osnovu algebarske
sume argumenata vektora povucenih iz svih kriti¢nih tacaka u
posmatranu tacku, ukljucujuéi i posmatrani pol po formuli

iza—izﬁ—nﬂu:n(21+1),ze{1|—n<2z+1sn,zem},

i=1 j=1
j#k

i k>0, moze da se koristi kriterijum za uglove

odnosno za nulu

pot, +Y. Zzis = Lps,=n2+1), le{l|-u<2+1<plel} g
i=1 Jj=1
i#k

de su g, (@, )- trazeni ugao izlaska (ulaska) GMK iz

posmatranog pola p, viSestrukost nel  (nule z,

viSestrukosti g €[] ).
9. Odredivanje pojacanja duZ grana GMK. Pojacanje k(s,), u
nekoj tacki s, koja pripada GMK, odreduje se na osnovu

principa modula k(s,) =1/|W (s,)| .

10. Divergencija grana GMK. Ako je n—m>2 i neke grane
GMK krenu ulevo, druge grane GMK ¢e obavezno krenuti
udesno tako da algebarska suma realnih dijelova korijena
karakteristi¢ne jednacine ostane konstantna.

11. Presek GMK s imaginarnom osom kompleksne ravni moze
da se odredi primjenom nekog od kriterijuma stabilnosti
odredivanjem vrijednosti kriticnog pojacanja k =k, i kriti¢ne
ucestanosti @ = @, za koje sistem dolazi na granicu stabilnosti
ili na neki drugi nacin.

12. Konstrukcija konjugovano-kompleksnih grana GMK moze
se ostvariti na osnovu prethodnog pravila, translirajuci

imaginarnu osu i odreduju¢i presecke GMK s pomerenim
imaginarnim osama.

Istaknimo da ova pravila nisu jedina ve¢ da postoji niz
drugih pravila vezano za analizu GMK koja su u opstem
slu¢aju predmet matematicke analize funkcija kompleksnog
argumenta.

III.  PREKIDNO GMK U SISTEMIMA UPRAVLJANJA
Prekidne krive koje ¢ine GMK za konacnu vrijednost
realnog parametra kell (prekidno GMK) su krive u
komleksnoj s— ravni koje predstavljaju polozaj korijena
karakteristiCne jednacine sistema 1+ kW (s)=0. Ovi prekidi

GMK za racionalne funkcije povratnog prenosa spadaju u
prekide druge vrste, tj. one grane GMK koje odlaze u
beskonacnosti a potom se vracaju u kona¢ne nule, na primjer:

Primjer 1. Geometrijsko mjesto korijena za normalizovanu
funkciju povratnog prenosa W, (s)=(1-s)/(s+1), za k>0 je
prikazan na slici 1.
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Slika 1. Prekid druge vrste za grane GMK

Na osnovu prethodne slike uocavamo da je doslo do
prekida GMK i to druge vrste jer se grana GMK preko
beskonacnosti zatvorila u nulu.

Primjer 2. Geometrijsko mjesto korijena za normalizovanu

2
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Slika 2.  Prekid druge vrste za grane GMK

Takode 1 u ovom primjeru sa prethodne slike se uocavaju
prekidi druge vrste za grane GMK.

Osim ovih prekida GMK druge vrste postoje prekidi i
GMK prve vrste koji se pojavljuju kod funkcija povratnog
prenosa koje nisu racionalne. Takvi prekidi se mogu opisati u
smislu da kriva GMK za neko kona¢no k iz osnovne
Rimanove ravni prede u neku drugu Rimanovu ravan i obrnuto,
tj. pojavljuju se ponori i izvori u osnovnoj Rimanovoj ravni za
konacno k # 0. Napomenimo da je osnovna Rimanova ravan
relevantna za stabilnost sistema upravljanja a time i za analizu i
sintezu SAU. Prekid tipa ponora prve vrste je prikazan na slici
3. za primjer 3. Puna plava linija odgovara za k >0 a zelena
crtkana linija za £ <0.

Primjer 3. Geometrijsko mjesto korijena za normalizovanu
(s’ +s+1)"

(s+5)°

prikazan na slici 3. na osnovu algoritma opisanog u [10].

funkciju povratnog prenosa W, (s) = za kell je

Im(s)

5
Re(s)

Slika 3. Prekid prve vrste tipa ponora za grane GMK, puna plava linija za

k>0 1 zelena crtkana linija za £<0.

Osim ovih prekida prve i druge vrste imamo i izolovane tacke
GMK koje u specijalnom slucaju odgovaraju prekidima prve
vrste. Ovo mozemo uociti na slici 4. u primjeru 4. izolovana
tacka s, =—1, odgovara kada je £ >0.

Primjer 4. Geometrijsko mjesto korijena za normalizovanu

1
(s+D)*P(s+5)"
kel je prikazan na slici 4. na osnovu algoritma opisanog u
[10]. Puna plava linija odgovara za k>0 a zelena crtkana
linjjaza k<0.

funkciju povratnog prenosa W, (s)=

GMK
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Slika 4.  Izolovana tacka s, =—-1, kad je k&>0 za GMK, puna plava linija za

k>0 1 zelena crtkana linija za k<0.
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Za GMK sa prekidima druge vrste kod kojih je » =0, moguce
je izvesti odgovarajuce transforacije na osnovu karakteristicne
jednacine 1+kW (s)=0 , da bi se formirala neka druga
funkcija povratnog prenosa IQVIA/H (s) a da nema tih prekida u
GMK. Ako proSirimo osnovnu karakteristicnu jednacinu sa
parametrom c €[l dobijase 1+ kW, (s)—c)+kc=0, odnosno

_k
1+ ke
se odreduje na osnovu

1+

1+kc(W"(S)_c):0 , tako da je

W(s)=W(s)-c .
izraza c=1imW, (s) . Na ovaj nacin prekidni GMK se

Isf>c

preslikava u standardni GMK za koji vaze osnovna navedena

Parametar celJ

pravila. Za primjer 1 dobijamo c=-1, W(s)=2/(s+1) i
k =k/(1-k), odakle jasno slijedi prekid k za k =1. Sli¢no za
primjer 2 imamo c¢=1, W(s)=8/(s+1)* i k= k/(l+k) ,
odakle jasno slijedi prekid kzak=-1.

ZAKLJUCAK

Moze se zakljuciti da GMK za slucajeve za koje je
c=limW (s)#0 , treba izvrSiti preslikavanje u standardni

[s| >0

GMK i za njegovu konstrukciju koristiti osnovna pravila. Za
prekidne GMK prve vrste ukljucujuci i izolovane tacke kod
kojih kriva GMK za neko kona¢no & iz osnovne Rimanove
ravni prede u neku drugu Rimanovu ravan i obrnuto, tj.
pojavljuju se ponori i izvori u osnovnoj Rimanovoj ravni nisu
za sada nadena preslikavanja na standardni GMK osim u
mozda u specijalnim sluéajevima.
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ABSTRACT

Root loci (RL) are curves in the complex plane showing
dependence of closed-loop poles on a real parameter. Root loci
is usually comprised of continuous curves, yet this is not
always the case. This paper deals with discontinuous RL. The
paper demonstrates and illustrates sketching rules for such root
loci diagrams.

ANALYSIS OF DISCONTINUOUS ROOT LOCI OF
CONTROL SYSTEMS

Tomislav B. Sekara, Milan R. Rapai¢, Mirna Kapetina,
Vidan Govedarica
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