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Sadrzaj — U ovom radu data je metodologija za reSavanje
parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda funkcija dve
promenljive pomo¢u Laplasove transformacije. Za inverziju
Laplasove transformacije kori§¢ene su numericke metode, ¢iji je
algoritam prezentovan u radu. Navedena metodologija je
primenjena na reSavanje prakticnih problema i izvrSeno je
poredenje dobijenih rezultata.
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I. Uvobp

Mnogi fizicki procesi opisuju se parcijalnim diferencijalnim
jednacinama. Cilj je da se Sto lakSe dode do njihovog reSenja.
Jedan od najcesce koris¢enih postupaka za reSavanje
parcijalnih diferencijalnih jednacina je primenom Laplasovih
transformacija.

Za funkciju dve varijable wu=u(x,y) , parcijalna

diferencijalna jednacina drugog reda ima oblik:

2 2 2
aa—L;+2b—a U +ca—l:+dau +ea—u+fu =g,
ox oxdy 9y ox dy

gde a,b,c,d,e, f,g mogu zavisiti jedino od x i y . Postoje tri
tipa ovakvih parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina. Ovu
jednacinu nazivamo

elipticnom ako je b* —ac <0,
hiperbolicnom ako je b* —ac >0,

parabolicnom ako je b* —ac = 0.

Algoritam za reSavanje parcijalnih diferencijalnih jednacina
(PDJ) pomoéu Laplasovih transformacija je sledeci: polazi se
od zadate PDJ sa pocetnim i grani¢nim uslovima, a zatim se
primenjuje Laplasova transformacija po drugoj promenljivoj,
odnosno vremenu. Dobija se obicna diferencijalna jednacina
(sa granicnim uslovima) reSava se sa respektom prema
granicnim uslovima 1 izvr§i se inverzna Laplasova
transformacija. Dobijeno reSenje je reSenje polazne
diferencijalne jednacine.

Ovaj algoritam ima tri vecée poteSkoce: nalaZenje
Laplasove transformacije odredene parcijalne diferencijalne
jednacine (ukoliko imamo jednaCine sa nekonstantnim
koeficijentima, ne znamo kako da nademo njihovu Laplasovu
transformaciju), reSavanje obi¢ne diferencijalne jednacine, i
nalazenje inverzne Laplasove transformacije [1].

Najveé¢i od ova tri problema je nalazenje inverzne
Laplasove transformacije (analiticki). Medutim, postoje brojni
razvijeni numericki algortimi koji nalaze inverznu Laplasovu
transformaciju, ¢ijom primenom prevazilazimo ove teskoce i to
nam znacajno olaksava reSavanje PDJ.

U radu su koriSCena Cetri algoritma za nalaZenje
inverzne Laplasove transformacije: Gaver-Stefestov, Ojlerov,
Talbotov i modifikovani Talbotov algoritam.

II.  ANALIZA PROBLEMA

Laplasova transformacija. [2]-[4] Posmatrajmo funkciju
u=u(x,t), gde je >0 vremenska varijabla.

Oznac¢imo sa U (x,s) Laplasovu transformaciju funkcije

u(x,t) po promenljivoj # odnosno:
U(x,s)= £(u(x,t)) = I:e"“"u (x,t)dt.

Za potrebe resavanja diferencijalnih jednacina koristimo i

Laplasove transformacije izvoda funkcije u(x,) po

promenlivimx £
L(g_g):;_xy(xs>
e
£ 2] =sutnn)-
(

L

u(x,0)=sU(x,s)—u(x,0)

2
u

L yj—s U(x,s)—su(x,0)—u,(x,0)
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Inverzija Laplasove transformacije trazena je pomocu
numerickih algoritama, datih u nastavku. Poredena je brzina
izvrSavanja ovih algoritama, kao 1 greska prilikom
izracunavanja resenja.

Iz postupka za reSavanje ovih diferencijalnih jednacina,
datog u uvodu, vidi se da je potrebno naci i inverznu Laplasovu
transformaciju  dobijenog reSenja obi¢ne diferencijalne
jednacine. Ta inverzija se vrS$i numericki za niz vrednosti
promenljive x u Zeljenom intervalu, i na taj naCin se dobija
resenje polazne jednacine.

Svi navedeni numeri¢ki algoritmi polaze od relacije [5]:
1<
f()=r()= tz o, f| %], 0<t<e
k=0
gde su @, 1 o, kompleksni brojevi, koji zavise od n, ali ne
zavise od transformacije f‘ ili vremena ¢ .
Zavisno od izbora @, i o, moZe se imati viSe razliCitih
algoritama.

Talbotov algoritam [5]-[6]:

2 Ml ~( 0,
fb(faM)—EkZ;Re[ka(TD,

6, =236, = 2% (cot(ka/M)+i), 0<k <M,
It =—e",

% :[1+i(k7r/M)(1+[cot(kﬂ/ﬂ)T)—icot(kﬂ/M)}e‘?

O<k<M.
Ojlerov algoritam [5]:

-2 Sunf )
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Gaver-Stefestov algoritam [5]:

7= Zg“k [kln )}

kaM <M +1 M 2j ]
L — _1 M+k ] .
¢ =D (;vz M'(Jj{jj[k_jj

Modifikovani Talbotov algoritam [7], koji je modifikacija
Talbotovog algoritma pomocu optimalnih koeficijenata kako bi
se dobila manja greska pri numerickoj inverziji:

3, =0.376055762M ,

5, =M (0.5017kz/M -cot (0.6407kx/M ) —0.6122
+0.2645kz/M -i),

7. = M[0.05017 cot(0.6407 (kzt/M))+0.05017 (kz/M )
(=0.64070.6407 cot (0.6407/m/fr)]2 )+0.2645i]e% .

III. REZULTATI

Prvo su sva tri algoritma testirana na istoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednacini paraboli¢nog tipa.

To je takozvana toplotna jednacina [1], kojom se opisuje
distribucija toplote u datom regionu tokom vremena:

ou du

a—za—z, O<X<‘>°, t>0,
t X

sa pocetnim uslovom
u(x,0)=1, 0<x<oo
i grani¢nim uslovima

u, (0,¢)=1, 1im|u(x,t)| <oo, t>0.

Nakon primenjenog algoritma, dobija se obicna
diferencijalna jednacina Cije je resenje dato sa:
x5
1 e
U(x,s)z——T. (1)
s s

Inverzija ovog reSenja prikazana je na Sl. 1.

Originalna funkcija 1-2*sqn(tfpi)*exp(—xQWt)+x*erfc[xf2fsqn(t))

' 0
BOO0 ™~ gp 40

t X

Slika 1. Originalna funkcija.
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Greska kod koriscenja Talbotovay algoritma

¥ 10

Slika 2.

Apsolutna greska kod Talbotovog algoritma.

Aproksimativna numericka resenja za inverznu Laplasovu
transformaciju izraza (1) dobijena prethodno navedenim
metodama (Talbot, modifikovani Talbot, Gaver-Stefest i Ojler)
vizuelno se medusobno poklapaju (s tim S$to znacajnije
odstupanje pokazuje modifikovani Talbotov metod). Takode
se vizuelno poklapaju sa originalnim reSenjem sa SI 1.
Numericka aproksimacija u ovom, i svim ostalim primerima u

radu, izvrSena je u oblasti x,f € [0, 2] .

U narednom delu, propraéena je apsolutna greska
odstupanja  aproksimativnog  numerickog reSenja  od
originalnog za svaku od navedenih metoda. Dobijeni rezultati
prikazani su na SI. 2-5.

Maksimalna odstupanja kod Talbotovog, Ojlerovog i
Gaver-Stefestovog algoritma bila su, respektivno, 1.7596-107,
0.0016 i 1.5475-107*, dok je kod modifikovanog Talbotobog

maksimalno odstupanje bilo 0.3531. Ukupna greska odstupanja
u navedenoj oblasti za svaku od ovih metoda, respektivno,

iznosi: 0.0328, 96.3457, 6.9616 i 5.1557-10* . Prikaz ovih
rezultata dat je u tabeli jedan.

Greska kod koriscenja Qjlerovoy algoritma

Slika 3. Apsolutna greska kod Ojlerovog algoritma.

Greska kod koriscenja Gaver-Stehfestovog algoritma

¥ 10
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Slika4.  Apsolutna greska kod Gaver-Stefestovog algoritma.

Greska kod koriscenja modifikovanog Talbotovoy algoritma

Slika 5.

Apsolutna greska modifikovanog Talbotovog algoritma.

Modifikovani Talbotov algoritam je dao najveu sumu
greske, kao 1 najveéu maksimalnu gresku, dok je originalni
Talbotov algoritam imao najmanja odstupanja od originalne
funkcije.

Po vremenu potrebnom da izvrsi izratunavanja, sa korakom
vremena?, = 0.001 i brojem evaluacija funkcije n =10, najbrzi
je bio Gaver-Stefest sa 1.385534 sekunde, pa zatim Talbot i
Ojler sa 2.818883 1 3.224568 sekundi. Najbrzi je bio
modifikovani Talbotov algoritam, jer mu je bio potreban
najmanji broj evaluacija n=3 , medutim, on daje najvecu
gresku. Prikaz vremenskih performansi dat je u tabeli 2.

TABELA 1. MAKSIMUMI I SUME GRESKE
Algortitam Maksimalna greska Suma greske
Talbot 1.7596:107 0.0328
Mod. Talbtot 0.3513 5.1557-10*

Ojler 0.0016 96.3457
Gaver-Stefest 1.5475-10™ 6.9616
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TABELA 1I. VREME IZVRSAVANJA (PARABOLICNA JEDNACINA)
Algortitam Vreme izvr§avanja (s) n
Talbot 2.738437 10
Mod. Talbtot 0.726207 3
Ojler 3.183980 10
Gaver-Stefest 1.441601 10

Ove algoritmi su zatim primenjeni i na hiperbolicnu
jednacinu. Hiperboli¢na jednacina u ovom primeru je sledeca
talasna jednacina:

o’y _d'y
ar*  ox*’

sa grani¢nim uslovima

O<x<l,t>0 2)

»(0,6)=0,1>0
y(Lt)=a, t>0

i pocetnim uslovima

y(x,0)=0, 0<x</
y,(x,0)=0, 0<x</.

Kada se na jednacinu primeni Laplasova transformacija i
resi obicna diferencijalna jednacina, dobija se sledece reSenje
¢iju inverziju treba da naci kako bi se resila polazna jednacina:

a , a L
Y(xs)z— e’ + e,
2 —Is Is s
e’ —e e’ —e¢

Primenjuju se numericki algoritmi izraCunavanja na ovaj
izraz, a za vrednosti parametara a =11 / =1.

Jedino je Talbotov algoritam dao reSenje (Sl. 6), dok su
ostali algoritmi divergirali, zbog velike talasnosti funkcije za
date ulazne podatke. Parametri su bili ¢ =0.0001 i

n =44 (osim kod Talbotvog algortima gde je n=45).

Resenje pomocu Talbotovog algoritma

Slika 6.  ReSenje talasne jednacine (za /=1) pomoc¢u Talbotovog algoritma.

Za [ =2svi algoritmi daju reSenja jednacine, za vrednost
parametara ¢, =0.0001 i n =12, osim Talbotovog, algoritma

kod kog je racunanje vrSeno za n =13. Medutim, vizuelno je
uocljivo da se ova resenja ne poklapaju medusobno.

Talbotov (SI. 7) i Gaver-Stefestov algoritam dali su
vizuelno sli¢na resenja, dok je reSenje pomocu modifikovanog
Talbotovog nalikovalo reSenju pomocéu Ojlerovog (Sl. 8)
algoritma. Medutim, poSto analiticki oblik reSenja jednacine
nije bio poznat, nije bilo moguce videti koji algoritam pravi
najvecu gresku. Zato je bilo moguce da se izvrsi poredenje
vremena potrebnog za izvrSavanje algoritma. Prikaz ovih
vremena dat je u tabeli 3.

Resenje pormocu Talbotovog algoritma

Slika 7. ReSenje talasne jednacine (za /=2) pomocu Talbotovog algoritma.

Poredenja iz tabele 3. su adekvatnije od onih iz tabele 2.
posto su varijacije parametra n manje nego u prethodnom
slucaju, u kom je vrednost »n bila znatno manja prilikom
koris¢enja modifikovanog Talbotovog algoritma.

Odavde se vidi da je zapravo Gaver-Stefestov algoritam
najbrzi, dok modifikovani Talbotov nema znacajno vecu brzinu
izvr§avanja u odnosu na preostala dva algoritma.

Resenje pomocu Ojlerovoy algoritma

Slika 8. Resenje talasne jednacine (za /=2) pomocu Ojlerovog algoritma.
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TABELA TII. VREME IZVRSAVANIJA (HIPERBOLICNA JEDNACINA)
Algortitam Vreme izvr§avanja (s) n
Talbot 10.986519 13
Mod. Talbtot 9.844468 12
Ojler 11.591874 12
Gaver-Stefest 3.457397 12

Za talasnu jednacinu:

9’ 9’
fzaz—f, x>0,¢>0
ot ox
sa pocetnim uslovima

»(x,0)=0, x>0
¥, (x,0)=0, x>0

1 grani¢nim uslovima
»(0,6)=£ (1) (£(0)=0),

limu(y,t)=0,

X—o0

reSenje obiéne diferencijalne jednacine glasi:

Y(x,s)zF(s)e_X(gj. 3)
Pokusano je da se dobije reSenje ove jednacine, tj. Laplasova
inverzija izraza (3) za F(s) 1 i F(s) =L2 , za razne
vrednosti parametra a . Medutim ili jedan od eSllgoritama nije

dao reSenje, zato Sto ovaj put, za date ulazne podatke, svi
algoritmi divergiraju usled prevelike talasnosti funkcije.

IV. ZAKLJUCAK

Talbotov algoritam ima vreme izvrSavanja koje je priblizno
vremenu izvrSavanja Ojlerovog i modifikovanog Talbotovog
algoritma, ali ima najmanju gresku izraCunavanja, pa je
optimalan sa stanoviSta geSke. Od sledec¢eg optimalnog
algortima sa stanovista greske (Gaver-Stefestovog) on ima oko
200 puta manju ukupnu gresku na zadatom intervalu, a za tri
reda veli¢ine manju maksimalnu gresku. Takode, ovaj
algoritam jedini nema probleme prilikom izraCunavanja reSenja
jednacine (2) za slucaj / =1, dok ostali algoritmi nisu u stanju
da daju resenje.

Sa stanovista vremena, najbri je Gaver-Sefestov algoritam,
koji je zavisno od slucaja 2 do 3 puta brzi od ostalih
algoritama. Ovo je drugi po optimalnosti algoritam sa
stanovi$ta greske.

Ojlerov algoritam daje veliku gresku, a najvecu, odnosno
neprihvatljivu gresku daje modifikovani Talbotov algoritam.

Ukoliko vreme izvrSavanja nije bitan faktor, treba koristiti
Talbotov algoritam, a ako je vreme izvrSavanja bitan faktor,
treba koristiti Gaver-Stefestov algoritam, posto je njegova
greska dovoljno mala i u granicama prihvatljivosti.
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ABSTRACT

Presented in this paper is a methodology for solving second
order partial differential equations of functions with two
variables using the Laplace transform. Numerical methods
have been used in order to obtain the inverse Laplace
transform. Algorithms of these methods are presented in the
paper. This methodology has been applied in solving practical
problems, and a comparison of results has been performed.

Key words — inverse Laplace transform, partial differential
equation, Euler’s algorithm, Talbot’s algorithm, Gaver-Stehfest
algorithm, modified Talbot’s algorithm
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