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Sadrzaj—U ovom radu opisana je inharmonic¢nost kod muzickih
instrumenata sa Zicama. U prvom delu rada prikazan je
algoritam za odredivanje koeficijenta inharmonicnosti. U
drugom delu rada prikazani su rezultati primene algoritma kod
procesiranja signala tonova pijanina marke “August Forster” iz
1970. god. Rezultati se odnose na inharmoni¢nost bas opsega.
Rezultati su prikazani graficki i tabelarno. Komparativnom
analizom sa koncertnim klavirima marke Steinway, pijaninima
Nordiska 1 i Straud, data je ocena inharmonicnosti.
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L Uvob

Teorijom muzike definisane su osnovne osobine zvuka: a)
trajanje, b) jacina i c) boja. Izraz boja se na zvuk primenjuje u
prenosnom smislu, §to ukazuje na sloZenost ove osobine zvuka.
Zvulni izvor generiSe zvuk sa osnovnom frekvencijom
(osnovni ton) kao i prizvuke (alikvotni tonovi u odnosu na
osnovni ton). Razliiti broj prisutnih alikvota (lat. aliquoties,
nekoliko puta) i njihova razlicita relativna jacina u sklopu
ukupnog zvuéanja, odreduju boju zvuka [1]. Alikvote se
nazivaju i parcijalnim tonovima, odnosno parcijalima (engl.
partials). U odnosu na frekvenciju osnovnog tona f
(fundamentalna  frekvencija) parcijali mogu biti sa
frekvencijama koje su: a) celobrojni umnosci fundamentalne
frekvencije  (harmonici) i b) necelobrojni umnosci
(inharmonici) [2].

Kod instrumenata sa zicama ton se proizvodi vibriranjem
zice. Za slucaj da se radi o idealnoj zici koja je fiksirana na oba
kraja, parcijali su harmoni¢ni. Pod idealnom zicom
podrazumevamo zicu koja ima beskona¢no veliku elasti¢nost.
Medutim, u stvarnosti ne postoji idealna zica ve¢ postoji
konac¢na elestiCnost, odnosno krutost. Kod klavira Zice su
zategnute velikom silom tako da je njihova elasti¢nost
smanjena. Posledica toga je da su frekvencijske pozicije
parcijala na  pozicijama  necelobrojnih  umnozaka
fundamentalne frekvencije. Samim tim instrument sa ovakvim
zicama nije harmoni¢an. Pored krutosti Zice povecanju

inharmoni¢nosti instrumenta doprinosi i karakter akusticke
impedanse rezonatorske ploce kod klavira, odnosno
rezonatorskog tela kod gitare [3]. Odstupanje od
harmoni¢nosti za posledicu ima naruSavanje alikvotnosti
instrumenta u vecoj ili manjoj meri. Ton dobijen na
inharmoni¢nom instrumentu nije nuzno neprijatan. U [3] izneta
je tvrdnja da blago inharmoniCan ton poseduje odredenu
toplinu.

Veliki broj radova bavi se fenomenom inharmonic¢nosti kod
klavira. Verovatno najstariji radovi su [4] i [5]. U radu [6]
predlozena je formula koja definiSe odnos izmedu frekvencije
parcijala f i koeficijenta inharmoni¢nosti f Zice koja vibrira.
Odredivanjem koeficijenta inharmoni¢nosti Zica posredstvom
kojih se generiSe ton, odreduje se i stepen inharmoni¢nosti
muzickog instrumenta. U [7] je navedeno da je inharmoni¢nost
bas opsega kod klavira i pijanina reda 50x10°® do 600x10¢. U
[8] sprovedena su merenja i odreden je faktor inharmonicnosti
za 7ice iz bas opsega: sub-kontra oktave (A0), kontra-oktave
(E11 Al) i velike oktave (E2 i A2) kod Steinway D (koncertni
klavir), Steinway C (polukoncertni klavir), Nordiska 1
(pijanino) i Straud (pijanino). Ovakav sistem obelezavanja
tonova, poznat kao angloamericki nacin obelezavanja, koristi
se u ovom radu radi lakSeg i preglednijeg uporedivanja sa
rezultatima objavljenim u referentnim naucnim c¢asopisima.
Saglasno notaciji koja se koristi u bazi¢noj knjizi “Osnovna
teorija muzike” autora M. Tajcevica, i koja se uobicajeno
primenjuje na ovim prostorima, analizirani tonovi bili bi
obelezeni na slede¢i nain: sub-kontra oktava (AO kao ,A),
kontra-oktava (E1 kao |E , Al kao ;A) i velika oktava (E2 kao
E, A2 kao A) [11].

U ovom radu izvrSena je analiza inharmoniCnosti bas
opsega pijanina “August Forster”, serijski broj 198145
proizveden 1970 god. u Cehoslovadkoj. Odredeni su
koeficijenti inharmoni¢nosti za tonove A0, E1, Al, E2, A2.
Nakon toga izvrSena je komparativna analiza sa rezultatima za
klavire Steinway D i Steinway C kao i pijanina Nordiska 1 i
Straud [8].
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Organizacija rada je sledeca: U sekciji Il opisana je
inharmoni¢nost kod instrumenata sa zicama. U sekciji III
prikazan je algoritam za procenu koeficijenta inharmoni¢nosti.
Eksperimentalni rezultati i analiza prikazani su u sekeiji IV.
Zakljucak je prikazan u sekciji V. U zadnjoj sekciji dat je
spisak koriS¢ene literature.

II. KOEFICIJENT INHARMONICNOSTI KOD MUZICKIH
INSTRUMENATA SA ZICAMA

Teorija muzike kod definisanja frekvencijskog sastava tona
podrazumeva harmoni¢nost, odnosno da su harmonici
(parcijali) celobrojni umnos$ci fundamentalne frekvencije, Sto
se matematicki predstavlja kao:

fr =k fo, k=12,..., 6))

gde je f; fundamentalna frekvencija, & redni broj parcijala a f;
frekvencija parcijala.

Frekvencijsko pomeranje parcijala od frekvencijske
pozicije harmonika predstavlja inharmoni¢nost tona.
Inharmoni¢nost  je definisana  preko koeficijenta
inharmoniénosti f:

fk=k._ﬁ),/1+,3-k2, k=12,., )

Na sl. 1 prikazan je spektar tona odsviranog na pijaninu.
Vertikalne crvene linije predstavljaju frekvencijsku poziciju
harmonika tona A0 (f;=27.5 Hz). To su alikvotni tonovi A0,
Al, E2, A2, C3#, E3, G3, A3, B3, C4#, D4,... KruZi¢ima je
oznacena vrednost amplitudske karakteristike na poziciji
harmonika dok kvadrati¢i predstavljaju pozicije inharmonika.
Vidi se da se sa povecanjem rednog broja parcijala povecava
razlika frekvencija harmonika i inharmonika.

Koeficijent inharmoni¢nosti f# zavisi od vrste materijala
zice 1 moze da se izraCuna na osnovu:

-0-d*
641> F
gde je O Jungov modul elastiCnosti materijala od kojeg je
napravljena Zica, d pre¢nik Zice, !/ duzina zice a F sila
zatezanja.

B= ; (©)

X(f) (dB)

0 100 200 300 400 500
f (Hz)

Slika 1. Amplitudska karakteristika signala tona A0.

III. ALGORITAM ZA PROCENU KOEFICIJENTA
INHARMONICNOSTI

U literaturi je predlozeno vise algoritama za odredivanje
koeficijenta inharmoni¢nosti B U [9] opisan je iterativni
algoritam kod kojeg se preciznost odredivanja poveéava
uvodenjem vecéeg broja parcijala kao i pozicioniranjem prozora
na osnovu prethodnih vrednosti. IzraCunavanje predstavlja
odredivanje koeficijenata polinomalne funkcije treceg reda
kojom se aproksimira vrednost krive greske. Na osnovu
koeficijenta polinoma izratunava se koeficijent
inharmonicnosti. U [8] prikazan je algoritam koji se bazira na
uvodenju interpolacione funkcije. U  [10] predlozen je
algoritam za izraCunavanje fna osnovu poznavanja frekvencije
dva parcijala bez upotrebe fundamentalne frekvencije.

Algoritam za odredivanje koeficijenta inharmoni¢nosti [10]
primenjuje se nad signalom x(n) i realizuje u slede¢im
koracima:

Korak I: izdvajanje bloka trajanja 7, odnosno N odmeraka,

Korak 2: IzraCunavanje spektra primenom DFT duzine NFFT:

X(i)= DFT(x(n), NFFT), 4)
Spektar je izraunat u diskretnim tackama i=0,.... NFFT-1.

Korak 3: 1zracunavanje fundamentalne frekvencije f; analizom
spektra i pikovanjem maksimuma,

Korak 4: IzraCunavanje parcijala fi, gde je &=1:N,, a N, broj
analiziranih parcijala.

Korak 5: 1zracunavanje razlike izmedu frekvencije harmonika i
inharmonika k-tog parcijala:

elk)=fi —k- fy. (5)

Korak 6: Izracunavanje koeficijenata inharmonic¢nosti:
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GG
k; “Jm

2
Kt —mz(fk ’,’:)
gde su m i k parcijali a f, i fi odgovaraju¢e frekvencije
parcijala.

b= ; (6)

Korak 7: lzraCunavanje inharmonicnosti instrumenta kao

srednje vrednosti koeficijenta inharmonicnosti pojedinih
tonova:
_ 1 ton_Ng
Bp=— Zﬂs > Q)
S S=ton 1

gde je S skup analiziranih tonova, Ng broj elemenata skupa S a
s faktor inharmoni¢nosti odgovarajucg tona.

IV. EKSPERIMENTALNI REZULTATI I ANALIZA

Za potrebe izraCunavanja koeficijenta inharmonic¢nosti
instrumenta formirana je baza muzickih signala. Nad signalima
primenjen je algoritam opisan u sekciji III. Parametri algoritma
su T=0.66s, NFFT=10%2"%, m=6, k=10.

A. Baza

Baza sadrzi muzicki materijal koji se odnosi na tonove A0,
El, A1, E2 i A2 koji su odsvirani na pijaninu marke “August
Forster” proizvedenom 1970. godine (sl. 2). Snimanje je
obavljeno sa frekvencijom odmeravanja f;=44.1 kHz, i 16 bita
po odmerku.

Slika 2.

Testirane zice na pijaninu August Forster.

B. Rezultati

Vremenski oblici signala testiranih tonova prikazani su na:
sl. 3 (A0), sl. 6 (E1), sl. 9 (A1), sl. 12 (E2) i sl. 15 (A2).
Razlike frekvencija izmedu harmoni¢nih i1 inharmoni¢nih
komponenata prikazane su na: sl. 4 (A0), sl. 7 (E1), sl. 10 (A1),
sl. 13 (E2) i sl. 16 (A2). Amplitudske karakteristike signala
testiranih tonova prikazane su na: sl. 5 (A0), sl. 8 (E1), sl. 11

(A1), sl. 14 (E2) i sl. 17 (A2). Vertikalne crvene linije
predstavljeju teorijske pozicije harmoni¢nih parcijala. Simbol
krug predstavlja vrednost spektralnih komponenata signala na
poziciji harmonicnosti dok kvadratic predstavlja realnu
poziciju inharmoni¢nog parcijala. Koeficijenti inharmoni¢nosti
za klavire Steinway prikazani su u tabeli I, za pijanina
Nordiska 1 i Straud u tabeli II, i pijanino August Forster u
tabeli III. Srednje vrednosti koeficijenta inharmonicnosti
prikazane su u tabeli IV. Graficki prikaz inharmonicnosti za
sve tonove prikazan je na sl. 18.

0.6

o 1 2 3 4 5 6
t(s)

Slika 3. Vremenski oblik signala za ton AO0.
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Slika 4. Razlika frekvencija harmoni¢nih i inharmoni¢nih komponenata

(ton A0).
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Slika 5. Amplitudska karakteristika signala tona A0. Slika 8. Amplitudska karakteristika signala tona E1.
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Slika 6. Vremenski oblik signala za ton E1. Slika9.  Vremenski oblik signala za ton Al.
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Slika 7. Razlika frekvencija harmoni¢nih i inharmoni¢nih komponenata Slika 10. Razlika frekvencija harmoni¢nih i inharmoni¢nih komponenata
(ton E1). (ton Al).
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Slika 11.  Amplitudska karakteristika signala tona Al.
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Slika 12.  Vremenski oblik signala za ton E2.
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Slika 13. Razlika frekvencija harmoni¢nih i inharmoni¢nih komponenata
(ton E2).
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Slika 14.  Amplitudska karakteristika signala tona E2.

Slika 15.
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Slika 16. Razlika frekvencija harmoni¢nih i inharmoni¢nih komponenata

(ton A2).
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Slika 17.  Amplitudska karakteristika signala tona A2.
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Slika 18. Koeficijent inharmoni¢nosti bas opsega analiziranih muzickih

instrumenata.
TABELA L. FUNDAMENTALNA  FREKVENCIJA 1  KOEFICHJENTI
INHARMONICNOSTI ZA STEINWAY KLAVIRE (PODACI 1Z [8]).
Nota Steinway D Steinway C
fo [Hz] L (109 Jo [Hz] S (x10°)
A0 27.25 160 26.92 190
El 40.95 065 40.65 091
Al 54.75 057 54.14 092
E2 82.31 068 81.55 114
A2 109.55 085 108.52 131
TABELA I FUNDAMENTALNA  FREKVENCIJA 1  KOEFICIJENTI
INHARMONICNOSTI ZA NORDISKA 11 STRAUD PIJANINA (PODACI 1Z [8]).
Nota Nordiska 1 Straud
fo [Hz] B(x10%) S [Hz] B(x10%)
A0 26.99 345 26.54 568
El 41.00 207 40.54 263
Al 54.67 160 54.16 214
E2 82.20 142 81.41 235
A2 109.83 154 108.80 202

TABELA III. FUNDAMENTALNA  FREKVENCIJA I  KOEFICIJENTI

INHARMONICNOSTI ZA AUGUST FORSTER PIJANINO.

Nota fo teorija [Hz] forealno [Hz] L (x10)

A0 27.5 28.63 695.52

El 41.203 41.27 508.10

Al 55 55.14 317.60

E2 82.407 82.45 239.44

A2 110 110.1 192.69
TABELAIV. SREDNJA VREDNOST KOEFICIJENTA INHARMONICNOSTI

[ ZA ANALIZIRANE KLAVIRE I PIJANINA.

Klavir/pijanino B (x10°)

Steinway D 87.00

Steinway C 123.60

Nordiska 1 201.60

Straud 296.40

August Forster 390.67

C. Analiza rezultata

Uporedivanjem vrednosti koeficijenata inharmoni¢nosti za
tonove A0, E1, Al, E2 i A2 (tabele I, II i IIT) i sl. 18, kao i
srednjih vrednosti koeficijenata (tabela IV) dolazi se do
zakljucka da:

a) koncertni klavir Steinway D ima najmanju

inharmoni¢nost u celom bas opsegu (3,=87),

b) koncertni i polukoncertni klaviri imaju manju
inharmoniénost (4,=(87+123.6)/2=105.3) u odnosu na pijanina
(8:=(201.6+296.4+390.67)/3=296.22),

c) testirani August Forster pijanino ima najvecu
inharmoni¢nost u celom bas opsegu (4.49 puta veca u odnosu
na koncertni klavir).

V. ZAKLJUCAK

U radu je analiziran efekat neharmoni¢nog vibriranja Zica
koje se opisuje koeficijentom inharmonic¢nosti, i efekta koji
inharmoni¢nost izaziva kod muzickih instrumenata sa zicama.
Opisan je algoritam za procenu koeficijenta inharmoniénosti
zice kao 1 inharmoni¢nosti celog muzi¢kog instrumenta.
Opisani  algoritam  primenjen je kod odredivanja
inharmonic¢nosti pijanina marke August Forster iz 1970. god.
Prikazani rezultati i komparativna analiza sa rezultatima za
klavire marke Steinway i pijanina Nordiska 1 i Straud pokazuju
superiornost klavira u odnosu na grupu pijanina. Pijanino Au-
gust Forster je pokazao najvecu inharmoni¢nost u bas opsegu
koja je 4.49 puta veca u odnosu na koncertni klavir. Ovakvi
rezultati ukazuju na uticaj gabarita zica i sile zatezanja na
inharmoni¢nost. Koncertni klavir ima najve¢e dimenzije,
samim tim i najduZe Zice u bas opsegu, §to prouzrokuje malu
inharmonic¢nost.
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ABSTRACT

The paper describes inharmonicity of musical instruments
with strings. In the first part an algorithm for determination of
coefficient of inharmonicity is described. The second part of
paper shows the results of algorithm's application to signal pro-
cessing of tones played at up-right piano “August Forster”
manufactured in the year 1970. The results are related to
inharmonicity of bass range and are shown in graphics and
tables. An estimation of inharmonicity is given by comparative
analysis made with Steinway pianos.

INHARMONICITY OF BASS RANGE OF THE UP-
RIGHT PIANO AUGUST FORSTER
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