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PLANIRANJE KRETANJA U ROBOTICI 
MOTION PLANNING IN ROBOTICS 

 
Miljan Damjanović, Opština Istočna Ilidža 

 
 

Sadržaj-U ovom radu obrađena su tri algoritma planiranja kretanja. Opisan   je 
hibridni pristup potpunom planiranju kretanja, koji kombinuje kompletnost ACD-
a (ćelijske dekompozicije) sa efikasnošću PRM-ova (mape vjerovatnoće puta) za 
planiranje kretanja krutih i zglobnih modela. U poređenju sa prethodnim PRM 
algoritmima, hibridni pristup lako savladava uske prolaze  i provjerava 
postojanje staze.Takođe , predstavljen je algoritam za brzo ispitivanje C-prepreke 
za krute robote. Ovaj algoritam efikasno provjerava da li kontinualna osnovna 
jedinica C-prostora, poput ćelije ili kontaktne površine, leži unutar prostora C-
prepreke. I na kraju, predstavljen je jednostavan algoritam aproksimacije 
prostora F. Ovaj algoritam pobrojava skup kontaktnih površina, čije uređenje 
definiše F.  
Ključne riječi: potpuno planiranje kretanja, hibridni pristup, ACD, PRM, C-
prepreke, C-prostor, aproksimacija prostora F. 

 
Abstract-Three motion planning algorithms are presented in this paper. It is 
described hybrid algorithm that combines the efficiency of PRM(probabilistic 
roadmaps) methods with the completeness of ACD(approximate cell 
decomposition)-based algorithms. Comparing with other hybrid algorithms, this 
one is easily used to check for path nonexistence or generating samples in narrow 
passages. In this paper, it is addressed the problem of checking whether a C-space 
primitive or a spatial cell lies completely inside C-obstacle space, without 
explicitly computing the boundary of C-obstacle. We refer to the problem as the C-
obstacle query. In  the end, it is  presented a simple algorithm for approximating 
the free configuration space of robots..We represent the free space as an 
arrangement of contact surfaces.   
Key words: complete motion planning, hybrid approach, ACD, PRM, C-obstacles, 
C-space, F space configuration. 

 
 

1. HIBRIDNI PRISTUP POTPUNOM 
PLANIRANJU KRETANJA

1.1. OSNOVNI REZULTATI 
 

Predstavljen je novi pristup, koji kombinuje 
kompletnost ACD-a (ćelijske dekompozicije) sa efikasnošću 
PRM-ova (mape vjerovatnoće puta) za planiranje kretanja 
krutih i zglobnih modela. Proračunava se lokalizovana mapa 
puta unutar svake mješovite ćelije ACD-a uzimanjem 
uzoraka (semplova) iz tih ćelija. Štaviše, ovaj algoritam 
koristi pseudo-slobodne ivice u grafiku povezanosti 
lokalizovanih mapa puta između susjednih ćelija. 
 

Kombinacija ACD-a i PRM-ova donosi mnoge 
pogodnosti. Koristi se znanje mješovitih ćelija za 
usmjeravanje uzorkovanja prema uskim regionima prostora 

C, što opet rezultuje poboljšanim algoritmom uzorkovanja 
iako se ovaj hibridni algoritam ne proteže lako na robote sa 
visokim stepenom slobode. Sveukupno, kombinacija 
lokalizovanih mapa puta i ACD-a obezbjeđuje kompaktnu 
predstavu prostora C, koja se koristi za proračun staze kao i 
za ustanovljavanje njenog nepostojanja. 

 
Ovaj algoritam je implementiran i primjenjen u mnogim 

scenarijima planiranja kretanja robota sa 3 i 4 stepena 
slobode. U poređenju sa prethodnim PRM algoritmima, 
hibridni pristup lako savladava uske prolaze  i provjerava 
postojanje staze. Štaviše,  u odnosu na prijašnje algoritme 
ćelijske dekompozicije, vrši se podjela na manje pod-
razrede, što poboljšava izvedbu do 10 puta.
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Slika 1:Dvije faze hibridnog planera. Obadvije faze se izvršavaju naizmjenično sve dok se jedna ne izvrši. Faza I 
proračunava stazu bez kolizije, a faza II provjerava njeno postojanje.

 
Na slici 1 je dat pregled hibridnog algoritma. On se 

sastoji od dvije faze: pronalazak staze bez kolizije i provjera 
postojanja takve staze. Ove dvije faze se izvode 
naizmjenično sve dok se ne pronađe staza bez kolizije ili dok 
se ne otkrije da takva staza ne postoji. Dalje, koriste se tri 
grafikona (G,Gf,Gsf) za proračun različitih nivoa  
 

 

aproksimacije prostora F i na njima je grafički predstavljena 
potraga za stazom. 
 
 Hibridni planer je testiran na različitim benchmark-
ovima. Trenutna implementacija nije      optimalna. 
Performanse i različiti statistički podaci su sažeti u tabelama 
I i II. Svi tajminzi su generisani na računaru pentium IV 
2.8GHz i 2G    RAM memorije. 

 
Tabela I: Predstavljene su performanse algoritma pri 
različitim benchmark-ovima. Primjer sa  5 zupčanika je 
sa 3 DOF-a, a ostali su sa 4 DOF-a. 
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Tabela II: Prikazani su različiti statistički podaci. 

 
 
 

1) benchmark sa 5 zupčanika i uskim prolazom: 
Ovo je težak primjer planiranja kretanja robota sa tri stepene 
slobode. U ovom primjeru postoji uzak prolaz, a granica C-
prostora je veoma kompleksna. Hibridni planer proračunava 
stazu bez kolizije za vrijeme od 33.855s, što je oko tri puta 
brže od prethodnog metoda. Broj ćelija u ACD-u je 50,730, 
što je samo 30.2% od broja u prethodnom ACD metodu. 
Slika 2 pokazuje da ovaj pristup generiše uzorke i konstruiše 
mapu vjerovatnoće puta efektivno blizu ili u uskim 
prolazima. Putna mapa M za ovaj primjer uključuje 6,488 
uzoraka i 15,298 ivica. Svaki uzorak u M ima u prosjeku 
samo 4.7 uzoraka susjeda. Ovo se može primjetiti na slici 2 
gdje je svaki uzorak povezan sa nekoliko drugih uzoraka. 
 
 Tabela II demonstrira da je samo podskup 
mješovitih ćelija u ACD-u pridružen lokalizovanim mapama 
puta. Ovo potvrđuje činjenicu da ovaj pristup efektno 
generiše i iskorištava uzorke. 
 

 
Slika 2: Benchmark sa 3 DOF-a 5 zupčanika i uskim 
prolazom. U ravni se nalazi 5 statičnih, zupčastih 
prepreka, koje zupčasti robot mora da savlada da bi iz 
crvenog položaja stigao u zeleni. Konfiguracioni prostor 
je prikazan na slikama lijevo i u sredini, dok je na slici 
desno dat histogram nivoa ćelijske dekompozicije. 
 
 

 1.2. OGRANIČENJA 
 

Hibridni pristup ima nekoliko ograničenja. U najgorem 
slučaju, složenost algoritma raste eksponencijalno sa brojem 
stepeni slobode robota. Kako bilo, eksperimentalni rezultati 
pokazuju da algoritam može dobro raditi u poređenju sa 
prethodnim pristupima. Kada primjenimo hibridni planer na 

probleme sa 4 i više stepeni slobode, potraga za stazom 
putem grafika postane usko grlo iz razloga što veličina 
grafika povezanosti G raste brže od broja ćelija u ACD-u. 
Zatim, što se tiče dviju faza algoritma, ako postoji staza bez 
kolizije onda je nepotrebno izvoditi drugu fazu tj. provjeru 
postojanja staze. 
 

2. BRZI PRORACUN ISPITIVANJA C-
PREPREKA ZA PLANIRANJE KRETANJA 

2.1. OSNOVNI REZULTATI 
 
  Predstavljen je algoritam za brzo ispitivanje C-
prepreke za krute robote. Ovaj algoritam efikasno provjerava 
da li kontinualna osnovna jedinica C-prostora, poput ćelije 
ili kontaktne površine, leži unutar prostora C-prepreke. 
Algoritam koristi pojam dubine opšteg prodora (generalized 
penetration depth), koji uzima u obzir kako translatorno tako 
i rotaciono kretanje objekta za proračun dubine prodora. S 
ciljem izvršenja ispitivanja ćelije C-prepreke, prvo se računa 
donja granica dubine opšteg prodora PDg između robota A i 
prepreke B. Donja granica od PDg se računa pomoću 
dekompozicije i A i B u konveksne politope (polytopes) i 
sračunavajući sve moguće parove konveksne PDg između 
ovih politopa i uzimajući njihovu maksimalnu vrijednost. 
Proširena je Schwarzer et al. metoda za jednodimenzionalni 
segment staze na višedimenzionalni skup staza radi 
proračuna gornje granice trajektorije robota u kretanju. 
Zatim se donja granica PDg-a upoređuje sa gornjom 
granicom trajektorije kretanja u cilju izvršenja ispitivanja C-
prepreke. Ovaj pristup je oprezan i obezbjeđuje dovoljno 
uslova za ispitivanje. U praksi, algoritam je brz i izvodi 
ispitivanje u nekoliko milisekundi za dvodimenzionalne 
krute robote. Ovaj algoritam se koristi za ubrzanje izvođenja 
algoritma sa zvjezdastom mapom puta pri potpunom 
planiranju kretanja. 
 
 

2.2. EKSPERIMENTALNI REZULTATI I ANALIZA 
 
 Algoritam je implementiran za dvodimenzionalne 
robote sa dva translatorna i jednim rotacionim stepenom 
slobode. Za proračun PDt (translatorna PD), koristi se Mink 
2D paket. Upotrebljava se OBB test presjeka radi ubrzanja 
testiranja presjeka između dva konveksna poligona. 
Algoritmi ispitivanja integrisani su u metod zvjezdaste mape 
puta. Planer je testiran na kompleksnim benchmark-ovima sa 
translatornim i rotacionim stepenima slobode. Slika 3 
ilustruje stazu bez kolizije proračunatu ovim planerom za 
model zupčanika. Radi demonstracije efektivnosti ispitivanja 
ćelije C-prepreke, definiše se odnos odabiranja ćelija kao: 
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Slika 3: Primjer zupčanika: Slika ilustruje primjenu 
algoritma ispitivanja C-prepreke radi ubrzanja planera 
potpunog kretanja- algoritma sa zvjezdastom mapom 
puta. U ovom primjeru,  zupčanik treba da pređe put od 
početne konfiguracije A do krajnje konfiguracije A’ 
pomoću translatornog i rotacionog kretanja unutar 
zasjenjenog pravougaonog 2D regiona. Postoji 5 
zupčastih prepreka Bi (i= 1, ... ,5) u ovom primjeru, sa 
uskim prolazima između B1 i B2, i B4 i B5 dok između B3 i 
B5 prolaz ne postoji. Takođe su prikazane srednje 
konfiguracije robota prilikom pronalaska staze. 
Upotrebom algoritma ispitivanja C-prepreke u ovom 
primjeru postiže se ubrzanje od oko 2.5 puta u odnosu na 
algoritam sa zvjezdastom mapom puta. 
 
 

Tabela III ilustruje da algoritam postiže odnos 
odabiranja ćelija od 65% do 80% za benchmark-ove. Tabela 
III takođe pokazuje prosječno vrijeme za svako ispitivanje 
C-prepreke. Za primjer sa zupčanikom potrebno je oko 0.12 
ms po ispitivanju. Izvršeno je 111,313 ispitivanja, a ukupno 
vrijeme izvršenja je 13.30 s (tabela IV). 

 
Tabela IV pokazuje ubrzanje izvršenja za metod 

zvjezdaste mape puta (2-3 puta). Efektivnost odabira 
kontaktnih površina je pokazana u tabeli III. 
 

 
 

Tabela III: Efektivnost ispitivanja ćelija i površina C-
prepreke. 

 
 

 
 
Tabela IV: Poboljšanje performansi metoda sa 
zvjezdastom mapom puta upotrebom ispitivanja ćelija 
C-prepreke. 
 
 

2.3. ZAKLJUČAK 
 

Algoritam može da provjeri da li ćelija ili kontaktna 
površina leži unutar prostora C-prepreke. Predstavljena je 
nova tehnika za izvođenje ispitivanja na osnovu proračuna 
dubine prodora i granica trajektorije kretanja. Algoritam je 
opšte prirode i može se koristiti sa planerima zasnovanim na 
ćelijskoj dekompoziciji. Algoritam je lak za implementaciju 
i efikasan u praksi. Integrisan u algoritam zvjezdaste mape 
puta, poboljšava njegove performanse. 
 
 

3. TOPOLOGIJSKA APROKSIMACIJA 
SLOBODNOG PROSTORA 

3.1. OSNOVNI REZULTATI 
 

Predstavićemo jednostavan algoritam aproksimacije 
prostora F. Ovaj algoritam pobrojava skup kontaktnih 
površina, čije uređenje definiše F. Umjesto eksplicitnog 
proračuna uređenja, vrši se aproksimacija prostora F 
generisanjem prilagodljive, zapreminske, koordinatne mreže 
u konfiguracionom prostoru C. Algoritam osigurava da 
svaka ćelija koordinatne mreže zadovoljava dva jednostavna 
geometrijska testa: test kompleksne ćelije i zvijezdasti test. 
Ova dva testa su dovoljna da se snimi topologija prostora F. 
Rezultujuća koordinatna mreža služi kao implicitna 
predstava prostora F. Glavna korist ovakve predstave je što 
eliminiše potrebu za proračunom uređenja. Proračunava se 
aproksimativna granica prostora F uzimanjem jednog dijela 
izopovršine na koordinatnoj mreži upotrebom Marching 
Cubes. Ovo daje djelimičnu linearnu aproksimaciju əF-
granice prostora F. Ova aproksimacija je topologijski 
ekvivalent od əF: posjeduje isti broj priključenih komponenti 
i identičan rod. Dvostrana Hausdorff-ova udaljenost se 
takođe zatvara između əF i ove aproksimacije. Algoritam je 
implementiran i primjenjen za proračun aproksimacije 
slobodnog prostora u sljedećim primjerima: 
(1) dvodimenzionalni poligonalni robot sa translatornim i 
rotacionim stepenima slobode, koji se kreće između 
poligonalnih prepreka, i 
(2)  trodimenzionalni rogljasti robot, koji se kreće 
translatorno između rogljastih prepreka. 
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U poređenju sa prijašnjim pristupima, ovaj algoritam je 
relativno jednostavan za implementaciju. 

 

3.2. IMPLEMENTACIJA I REZULTATI 
 

U ovom dijelu opisana je implementacija algoritma 
i demonstrirane njegove performanse na različitim 
primjerima (tabela V). Korišten je programski jezik C++ sa 
GNU g++ kompajlerom, a kao operativni sistem upotrebljen 
je Linux. Svi tajminzi su generisani na računaru Pentium IV 
2GHz sa grafičkom kartom GeForce 4 i 1 GB RAM-a. 

 

 
Tabela V: Tabela prikazuje performanse algoritma na 
različitim modelima. Kompleksnost  modela je izražena  
brojem ivica poligonalnih objekata. Tabela prikazuje 
broj kontaktnih površina, vrijeme potrebno za 
generisanje mreže, vrijeme potrebno za uzimanje 
izopovršine i veličinu granice slobodnog prostora. 
 
 

Slika 4 prikazuje zupčastog robota, koji se kreće 
između dvije zupčaste prepreke. Skup sadrži 3,929 
kontaktnih površina. Staza bez kolizije je proračunata 
upotrebom algoritma zvijezdaste mape puta, koji je, u stvari, 
algoritam determinističkog uzorkovanja za potpuno 
planiranje kretanja. Slike prikazuju stazu na aproksimaciji 
slobodnog prostora. 

3.3. OGRANIČENJA 
Algoritam pretpostavlja da slobodni prostor nema 

nikakvih tangencijalnih kontakata. Ovo se može desiti u  

 
 
 
 
Slika 4: Konfiguracioni prostor planarnog robota 
sposobnog za translaciju i rotaciju. Ova slika prikazuje 
primjenu algoritma aproksimacije slobodnog prostora. 
Gornja lijeva slika prikazuje kretanje zupčastog robota 
R između dvije prepreke (O1 i O2), označene sivom 
bojom. Startna i ciljna konfiguracija su označene 
crvenom i zelenom bojom. Prikazano je i nekoliko 
središnjih konfiguracija. Donja lijeva slika predstavlja 
bojama označen prikaz C-površina. Dvije slike na desnoj 
strani prikazuju aproksimaciju slobodnog prostora 
(nacrtane djelimično providnim). Slike takođe pokazuju 
stazu bez kolizije, proračunatu upotrebom algoritma 
zvijezdaste mape puta. 
 

Tabela V prikazuje vremena za proračun granice 
slobodnog prostora, kao i složenost veličine koordinatne 
mreže i granice slobodnog prostora. 
 
 

slučajevima kada robot mora da dotakne prepreku da bi 
prošao kroz uzak prolaz i dosegnuo ciljnu konfiguraciju. Rad 
sa ovakvim degenerisanim slučajevima predstavlja veliki 
problem. 
 

Usko grlo u ovom pristupu je veliki broj C-
površina. Za ovaj metod je potrebno O(n2) C-površina, gdje 
je n  broj karakteristika robota i prepreke. Mnoge od ovih C-
površina leže unutar C-prepreke i ne doprinose stvarnom 
ograničavanju slobodnog prostora i unose nepotrebno 
prekoračenje u algoritam. Problem se može ublažiti 
upotrebom boljih tehnika odabiranja radi eliminacije 
ovakvih C-površina. 
 
 Ovaj algoritam nije specifično vezan za fiksne 
dimenzije konfiguracionog prostora. U teoriji, primjenjiv je 
na robote sa proizvoljnim brojem stepeni slobode. Ipak, 
teorijska i implementacijska složenost rastu sa brojem 
stepeni slobode. 
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