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Sadržaj - U radu se tretira problem kalibracije proizvoljnog manipulatora pomoću otvorenog 

kinematičkog lanca. Težište rada je na analizi i poboljšanju konvergencije algoritama u cilju 

smanjenja osjetljivosti na početnu procjenu. Razmatran je uticaj izbora skupa konfiguracija na 

kvalitet rješenja za tri numerička metoda: Newton-Raphson, opšti iteracioni metod i Levenberg-

Marquardt. Procjene inkremenata za korekciju parametara geometrije i greške procjene položaja 

vrha manipulatora u radnom prostoru su korišćeni za procjenu i ilustraciju konvergencije. 

Rezultati provedenih simulacija potvrđuju poboljšanja postignuta predloženim algoritmima. 

 

Abstract - Paper treats the problem of arbitrary manipulators calibration using open kinetic 

chain. Focus of the paper is analysis and improvement of the convergence of algorithms in order 

to reduce the sensitivity to initial estimate. We discuss the impact of choice of configurations sets 

on the quality of solutions for three numerical methods: Newton-Raphson, the general iterative 

method and Levenberg-Marquardt. Increments estimate for the correction of the geometry 

parameters and error estimates of the peak position of manipulators in the workspace are used to 

estimate and illustrate the convergence. Simulation results confirm the improvements achieved by 

the proposed algorithms. 

 
 
1. UVOD 
 

Važan problem u upravljanju industrijskim robotima je 
razlika između nominalne i stvarne geometrije manipulatora. 
Ova razlika se pojavljuje iz više razloga, a najčešći su: 
nepreciznost u procesu izrade segmenata, nepreciznost pri 
povezivanju segmenata i pojednostavljenje kinematičkog 
modela manipulatora. Iz navedenih razloga je pri 
projektovanju upravljačkog sistema manipulatora, a takođe 
povremeno u toku izvršavanja zadataka potrebno 
procjenjivati stvarne vrijednosti parametara geometrije 
manipulatora. Da bi se povećala tačnost proračuna 
geometrije, direktne kinematike i inverzne kinematike 
manipulatora potrebno je što tačnije izračunati njegove 
Denavit-Hartenberg (DH) parametre.  

 
Kalibracija je posvećena pronalaženju tačnih procjena 

vrijednosti DH parametara na osnovu poznatih vrijednosti  
vanjskih koordinata vrha manipulatora (pozicije, a nekada i 
orijentacije), za više položaja u radnom prostoru[1]. U 
realizaciji zadatka kalibracije se koriste dva postupka. Prvi se 
naziva kalibracijom pomoću otvorenog kinematičkog lanca, a 
drugi kalibracijom pomoću pokretnog zatvorenog 
kinematičkog lanca. Prvi postupak se zasniva za mjerenju 
položaja završnog uređaja u prostoru, za različite vrijednosti 
unutrašnjih koordinata[2]. Osnovni nedostatak je što za ova 
mjerenja treba koristiti složene postupke i opremu za 
dobijanje položaja završnog uređaja. Drugi postupak 
zahvaljujući ograničenjima koja nameće korišćenje pokretnog 
kinematičkog lanca, eliminiše potrebu mjerenja položaja 
završnog uređaja[3]. Ovaj postupak sa druge strane ima 
sporiju konvergenciju i manji broj parametara koji se mogu 
procjenjivati[4].  

 
Težište ovog rada je na analizi i poboljšanju 

konvergencije algoritama za kalibraciju geometrije robota u 
cilju poboljšanja konvergencije. Izvršeno je poređenje tri 
metode rješavanja sistema nelinearnih jednačina koje opisuju 
vezu između unutrašnjih i vanjskih koordinata manipulatora i 
parametara geometrije. 

 
U slučaju korišćenja modularnih manipulatora ili u 

sličnim primjenama kada su vrlo loše početne procjene 
vrijednosti parametara geometrije, pokazana poboljšanja nisu  
dovoljna da osiguraju konveregenciju postupka. Za postizanje 
konvergencije u takvim slučajevima predložena je 
modifikacija izbora unutrašnjih koordinata. Umjesto da se 
unutrašnje koordinate biraju slučajnim izborom iz skupa 
čitavog opsega dozvoljenih promjena, izbor se ograničava za 
uži opseg vrijednosti za tačke koje odgovaraju jednom 
koraku procjene parametara. Za naredni korak se biraju 
vrijednosti u nekom drugom slučajno izabranom užem 
opsegu. 

 
 Rezultati provedenih simulacija potvrđuju poboljšanja 

postignuta predloženim algoritmima. 
 
2. KALIBRACIJA GEOMETRIJE 
 

DH parametri za direktnu kinematiku trebaju biti 
izračunati što preciznije radi povećanja tačnosti manipulatora. 
Kalibracija se koristi za nalaženje precizne procjene DH 
parametara pomoću serija mjerenja lokacija hvataljke 
manipulatora. Dakle, kalibracija ne uključuje direktno 
mjerenje geometrijskih parametara strukture. Razvijene su 
mnoge metode pomoću kojih se procjenjuju vrijednosti 
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parametara geometrije manipulatora na osnovu mjerenja 
pozicije, a nekada i orijentacije završnog uređaja. Sve polaze 
od relativnih prelaznih matrica datih jednačinom  

  

  (2.1) 

U tom slučaju se mogu odrediti i apsolutne prelazne matrice 
prema jednačini 

  (2.2) 
  
Ako se uzme da je  dobija se matrica  koja daje 

poziciju i orijentaciju vrha manipulatora u nepokretnom 
koordinatnom sistemu vezanom za osnovu manipulatora. 
 

Na osnovu jednačina (2.1) i (2.2) položaj završnog 
uređaja u zavisnosti od vrijednosti unutrašnjih koordinata i 
parametara geometrije manipulatora može se izraziti 
jednačinom  

  (2.3) 
gdje  i  označavaju poziciju i orijentaciju završnog 
uređaja u odnosu na vanjski koordinatni sistem, vektor 
unutrašnjih koordinata i vektor parametara geometrije 
manipulatora, respektivno [2]. 
 

Razmotrimo jednačinu direktne kinematike . 
Neka vektori 

  
      

predstavljaju DH parametre za čitavu strukturu. Tada 
jednačinu direktne kinematike možemo napisati u sljedećem 
obliku 

,  (2.4) 
gdje vektor parametara geometrije manipulatora možemo 
napisati u sljedećem obliku 

  
  (2.5) 

 
3. NEWTON-RAPHSON (NR) METOD 
 

Neka je  izmjerena lokacija, a  nominalna lokacija 
dobijena preko (2.4) uzimajući u obzir nominalne vrijednosti 
parametara . Odstupanje 

  
je mjera greške u -tom položaju. Uz pretpostavku malih 
odstupanja u prvoj aproksimaciji moguće je na osnovu (2.4) 
izvesti sljedeću relaciju 

  

  (3.1) 

gdje su:   
• 

 odstupanja parametara realne strukture od 
nominalnih parametara,   

• 

  matrice čiji su elementi parcijalni izvodi 
funkcije direktne kinematike, 

• 

 Jakobijeva matrica koja pokazuje koliko je osjetljiv 
položaj završnog uređaja na promjene vektora 

geometrije  u okolini njegove nominalne 
vrijednosti . Tačnije, i-ta kolona matrice  
pokazuje osjetljivost položaja završnog uređaja na 
promjenu i-tog parametra u vektoru parametara  u 
okolini nominalne vrijednosti , 

•  
 označene varijacije DH parametara 

imajući u vidu nominalne vrijednosti. 
 

Ako pretpostavimo da su mjerenja izvršena za N lokacija 
tada jednačinu (3.1) možemo pisati u sljedećem obliku 

 (3.2) 

 
Matrica  predstavlja matricu kinematičke kalibracije 

koja je izračunata za nominalne vrijednosti parametara . 
Jednačina (2.4) prelazi u  

  (3.3) 
Razliku  možemo računati počevši od poznavanja  i  
i mjerenja  i to po formuli  

 (3.4) 
gdje je lijeva pseudoinverzna matrica matrice 

. Prva procjena parametara je data sa: 
 (3.5) 

 
Ova procedura se ponavlja dok se ne zadovolji željena 

tačnost. Za svaku iteraciju matrica kalibracije  se računa sa 
procijenjenim parametrima  izračunatim u prethodnoj 
iteraciji.  

Na sličan način devijacija (odstupanje)  se dobija kao 
razlika između izmjerene vrijednosti lokacije hvataljke i 
odgovarajuće lokacije izračunate funkcijom direktne 
kinematike sa vrijednostima parametara iz prethodne 
iteracije. 
 
4. MODIFIKACIJE NR METODA  
 

Rješenje sistema (3.3) se može dobiti opštim iteracionim 
(OI) metodom[5]. Ako sistem  zamijenimo 
ekvivalentnim sistemom oblika  tada se rješavanje 
datog sistema svodi na iteracioni metod 

  (4.1) 
Taj niz će konvergirati ako za neku matričnu normu bude 
ispunjen uslov 

 za svako , gdje je D oblast mogućih 
rješenja sistema. 

 
Jedan od problema je određivanje funkcije . Moguće je 
izvršiti sljedeću transformaciju 

  (4.2) 
pa izabrati 

  (4.3) 
 

Za rješavanje sistema (3.3) može se koristiti i Levenberg-
Marquartd (LM) metod[6]. Ovaj metod je poboljšanje NR 
metoda. Modifikacije se ogleda u tom da je jednačina (3.3) 
zamijenjena sa 

  (4.4) 
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Parametar  se naziva prigušenje (eng. damping), i tokom 
iteracija mijenja vrijednost dok ne dostigne takvu da 
algoritam sigurno da poboljšanje, čime je poboljšana 
konvergencija metoda. 
 
 
5. IZBOR UNUTRAŠNJIH KOORDINATA 
 

Svaki od opisanih metoda za rješavanje sistema 
nelinearnih jednačina je osjetljiv na izbor početne procjene. 
NR metod konvergira samo kad je greška početne procjene 
jako mala. OI metod je manje osjetljiv na izbor početne 
procjene, ali je nekad određivanje parametra  iz (4.3), tako 
da algoritam konvergira, teže od samog rješavanja sistema. 
LM algoritam je najmanje osjetljiv na grešku početne 
procjene, ali postoji manji problem izbora početne vrijednosti 
prigušenja. 

 
Realizovana je aplikacija, čiji rezultati su ilustrovani u 

radu, koja omogućava kalibraciju geometrije robota bilo 
kojim od navedenih metoda. Sama aplikacija kao ulaze  
koristi vrijednosti unutrašnjih koordinata, njima pripadajuće 
položaje vrha manipulatora, te početnu procjenu vrijednosti 
parametara geometrije. 

 
Drugi važan problem u proceduri kalibracije predstavlja 

izbor vrijednosti unutrašnjih koordinata manipulatora. Široko 
je prihvaćeno da se ove vrijednosti dobijaju generisanjem 
pseudoslučajnih brojeva koji se pridružuju vrijednostima 
unutrašnjih koordinata, u granicama njihovih dozvoljenih 
vrijednosti. Na taj način se manipulator postavlja 
ravnomjerno u sve dijelove radnog prostora, a istovremeno se 
postiže dobro bogatstvo pobude (Eng. Persistent Excitation). 

 
Iz jednačine (3.1) se vidi da se parcijalni izvodi funkcije 

direktne kinematike računaju u nominalnim tačkama 
kinematike manipulatora. Specifičnost postupka kalibracije 
jeste da ovim izvodima hiperpovršine geometrije 
manipulatora aproksimiramo hiperravnima koje ih 
tangencijalno dodiruju nominalnim tačkama. U tom smislu će 
aproksimacije biti manje tačne ako su veće promjene 
unutrašnjih koordinata ili nominalne geometrije u jednoj 
iteraciji kalibracije. Iz tog razloga se može preporučiti da se 
izbor unutrašnjih koordinata modifikuje u sljedećem smislu: 
umjesto pseudoslučajnog izbora koji ravnomjerno popunjava 
čitav radni prostor, izbor se vrši tako da odgovara samo 
dijelovima radnog prostora. Ovi potprostori treba da 
pokrivaju samo manji dio ukupnog radnog prostora, ali da ga 
ravnomjerno popunjavaju. Sada se za jednu iteraciju procjene 
korekcije parametara geometrije biraju pseudoslučajne 
vrijednosti unutrašnjih koordinata koje odgovaraju jednom 
slučajno izabranom potprostoru. Nakon toga se provodi jedna 
iteracija procjene korekcije parametara geometrije 
manipulatora. Procijenjena vrijednost korekcije se uzima kao 
nova nominalna vrijednost parametara geometrije i provodi 
naredni korak kalibracije za mjerne podatke dobijene u 
drugom dijelu radnog prostora. Na ovaj način se poboljšava 
konvergencija postupka kalibracije. 

 
Navedeno poboljšanje zbog nelinearnog karaktera 

problema dolazi do izražaja kada su loše početne procjene 
parametara geometrije. Ovo je posebno važno kod 

modularnih  robota kod kojih konfiguraciju manipulatora 
formira korisnik prema svojim potrebama[7]. 

 
6. REZULTATI SIMULACIJA 

 
U cilju testiranja i ilustracije predloženih poboljšanja 

izvršeno je više simulacija predloženih algoritama kalibracije. 
Simuliran je manipulator sa 3 stepena slobode, zglobovima 
rotacionog tipa i vrijednostima parametara geometrije:  

  

 
U okviru aplikacije je za potrebe kalibracije riješen 

direktni i inverzni problem kinematike i generisanje 
unutrašnjih koordinata prema predloženom. Omogućeno je da 
se kalibracija provodi jednim od tri predložena numerička 
postupka i da se rezultati prezentuju numerički i grafički. 

 
Prvi skup simulacija je proveden sa ciljem da se izvrši 

poređenje postupaka kalibracija pomoću NR, OI i LM 
metoda. Simulacije su pokazale da je NR metoda veoma 
osjetljiva na tačnost početne procjene. Ukoliko početna 
procjena nije bliska stvarnoj vrijednosti parametara, ne može 
se garantovati konvergencija. U tom smislu ova metoda se ne 
može koristiti za kalibraciju pri promjeni konfiguracije 
modularnih manipulatora.  

 
Metod OI može predstavljati poboljšanje u odnosu na NR. 

To primarno zavisi od izbora parametra . Dobro izabrana 
vrijednost parametra  daje poboljšanje, ali je njegov izbor za 
robote sa više od tri stepena slobode kompleksan i računski 
zahtjevan problem. Za robote sa većim brojem stepeni 
slobode i lošijom početnom procjenom parametara ne može 
se postići konvergencija. 
   

Najbolji rezultati se postižu sa LM metodom, koji je 
mnogo manje osjetljiv na početnu procjenu parametara. Ipak 
u slučajevima loših početnih procjena parametara algoritam 
ne konvergira. 

 
Primjer 6.1. Usvojena je početna procjena parametara 

manipulatora 

  

 
sl 6.1. Vrijednost maksimalne greške položaja vrha 

manipulatora 
 

Na slici 6.1 su prikazane maksimalne greške položaja 
vrha hvataljke, kada je greška procjene parametara 
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geometrije relativno mala. Zapravo je početna procjena takva 
da je pomak položaja vrha manipulatora nešto veći od  

u odnosu na željenu poziciju. Vidimo da se za 3 iteracije 
postiže tačnost reda . U ovom slučaju nije neophodno 
dijeliti radni prostor na segmente. 

 
Primjer 6.2. Usvojena je početna procjena parametara 

manipulatora 

  

 
sl 6.2. Vrijednost maksimalne greške položaja vrha 

manipulatora 

 
Kako raste greška, raste i broj iteracija. U ovom slučaju 

greška početne procjene rezultuje u pomaku od oko . 
Za ovaj slučaj napravljena je manja greška procjene po većini 
promjenljivih, samo po jednoj je ta greška veća. Ni ovdje nije 
potrebna podjela prostora na segmente. 

 
Primjer 6.3. Usvojena je početna procjena parametara 

manipulatora 

  

 
sl 6.3. Vrijednost maksimalne greške položaja vrha 

manipulatora 

 
U ovom primjeru pomak nije mnogo veći, ali je 

napravljena veća greška po više promjenljivih nego u 
prethodnom testu. Ovdje algoritam bez modifikacije ne 
konvergira. Primjetno je i da u drugoj iteraciji dođe do većeg 
pomaka nego u prvoj, ali nakon toga dolazi do konvergencije 
rješenju u ne mnogo većem broju koraka nego u primjeru 6.2. 

 
Primjer 6.4. Usvojena je početna procjena parametara 

manipulatora 

  

 
sl 6.4. Vrijednost maksimalne greške položaja vrha 

manipulatora 

 
Ovaj primjer pokazuje da algoritam sa modifikacijom 

konvergira i kada greška početne procjene dovede do pomaka 
većeg od . 
 
7. ZAKLJUČAK 
 

U radu je pokazano da korištenjem LM algoritma za 
rješavanje sistema nelinearnih jednačina i opisanog izbora 
skupa konfiguracija dolazi do poboljšanja konvergencije 
algoritma kroz smanjenje osjetljivosti na grešku početne 
procjene, bez velikog smanjenja brzine. Ovim metodom se 
postižu tačnosti reda  pri kalibraciji manipulatora sa 
proizvoljnim brojem stepeni slobode. 
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