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ANALITIČKO NUMERIČKI METOD ZA ODREĐIVANJE STRUJNE RASPODELE U ZEMLJI

COMBINATION OF ANALYTICAL AND NUMERICAL METHOD FOR A CURRENT DISTRIBUTION WITHIN THE EARTH DETERMINATION

Miroslav Prša, Karolina Kasaš-Lažetić, University of Novi Sad, Faculty of Technical Sciences, Novi Sad, Serbia

Sadržaj - Prilikom prenosa i distribucije električne energije u elektroenergetskim sistemima od proizvođača do centara potrošnje, postoji mogućnost nastanka zemljospoja i samim tim pojave struje u zemlji. Da bi se ljudi zaštitili od strujnog udara, kao i radi optimizacije elemenata prenosnog sistema, od velikog je značaja poznavanje strujne raspodele unutar zemlje.

Polazeći od prve dve Maksvelove jednačine u kompleksnom domenu, stiže se do Beselove diferencijalne jednačine, čije je rešenje tražena strujna raspodela u zemlji. Priroda problema je takva, da se pri određivanju rešenja diferencijalne jednačine u jednom delu oblasti integracije koristi numerički, a u drugoj analitički metod za dobijanje strujne raspodele u zemlji. Od numeričkih metoda su korišćene interpolacija, ekstrapolacija i numerička integracija. U radu je detaljno opisan ovaj kombinovan metod, a rezultati su upoređeni sa rezultatima sličnih radova iz literature.

Ključne reči: strujna raspodela u zemlji, numerička interpolacija i ekstrapolacija, numerička integracija, Simpsonov metod

Abstract - In transmission and distribution of electrical energy, in electrical power systems from the production to the consuming centers, there is a possibility of ground faults or lightning strikes and, therefore a current distribution appears within the Earth. In order to protect humans of electrocuting, as well as to optimize the elements of transmission and distribution power system, it is of great importance to be well acquainted with the current distribution within the Earth.

Starting with two first Maxwell’s equations in complex domain, applying analytical method, the Bessel’s differential equation is obtained giving, as a solution, the desired current distribution within the Earth, in a form of Bessel’s functions. The nature of the problem, as well as nature of the Bessel’s functions demands analytical method applied to a part of calculation domain, and numerical method for the rest of domain of interest. Numerical methods applied in this determination are interpolation, extrapolation and numerical integration. In this paper the whole combined process is described in details and the results are compared to the results shown in similar references.
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1. UVOD

Određivanjem strujne raspodele u zemlji se naučnici bave godinama, pri čemu se prilikom analize problema vrlo često vrše aproksimacije koje se baziraju na teoriji kola. Korišćenjem elemenata sa koncentrisanim parametrima, kao što su otpornost, kapacitivnost i induktivnost uzemljenja, pomoću kojih se opisuje stanje u zemlji, zanemaruju se mnoga fizička stanja unutar zemlje. Tako nastale aproksimacije, na nižim frekvencijama, ne unose velika odstupanja od stvarnog stanja, međutim na višim frekvencijama ta odstupanja nisu više zanemarljiva. Pojednostavljenje matematičkog modela može da prikrije uticaj površinskog (skin) efekta u zemlji, pogotovo za različite specifične otpornosti zemlje. Najbolji prikaz do sada korišćenih metoda je dat u litetaturi [1].

 Zbog toga se, u ovom radu, pošlo od fizičkog modela samog problema i do rešenja se došlo elektromagnetskim pristupom, rešavanjem diferencijalnih jednačina polja.
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Sl.1. Model sistema za određivanje strujne raspodele u zemlji
Za analizu raspodele povratnih struja u zemlji koristi se model prikazan na sl. 1. Sistem se sastoji od nadzemnog voda koji se proteže iznad površine zemlje, paralelno sa njom, na visini h, i zemlje koja predstavlja povratni provodnik.
U ovom radu je pretpostavljeno, da povratna struja postoji u beskonačnom poprečnom preseku zemlje, pri čemu je, usled površinskog efekta i uticaja nadzemnog voda, raspodela struja neravnomerna. Maksimalna vrednost jačine struje se javlja ispod nadzemnog voda da bi zatim opadala eksponencijalno u svim pravcima. Maksimalna vrednost jačine struje zavisi od sledećih parametara: od visine na kojoj se nalazi nadzemni vod h, učestanosti jačine struje f, permeabilnosti μ i specifične provodnosti zemlje σ. 

2. TEORIJSKA POSTAVKA PROBLEMA

Na sl.2. je predstavljen poprečni presek A-A sistema sa sl.1. Geometrija problema je takva, da je za analizu najbolje korišćenje cilindričnog koordinatnog sistema, u kojem se z-osa poklapa sa osom nadzemnog voda. U tom slučaju vektor gustine struje 
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 ima samo z komponentu, koja zavisi jedino od rastojanja r od ose provodnika.
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Sl.2. Geometrija problema

Polazeći od prve dve Maksvelove jednačine u kompleksnom domenu, za kvazi-stacionarno elektromagnetsko polje [2], [3],
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koje se preko kompleksne efektivne vrednosti vektora magnetske indukcije 
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 i kompleksne efektivne vrednosti vektora gustine struje 
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 mogu izraziti u obliku
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analitičkim metodom se stiže do diferencijalne jednačine



[image: image10.wmf]2

2

2

1

0

zz

z

JJ

kJ

rrr

¶¶

+-=

¶¶

,
(5)
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Kada je koeficijent k2 konstantan, tada jednačina (5) predstavlja Beselovu diferencijalnu jednačinu, čije je rešenje oblika
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gde je I0(kr) modifikovana Beselova funkcija nultog reda prve vrste, K0(kr) modifikovana Beselova funkcija nultog reda druge vrste dok su A i C kompleksni koeficijenti, koje treba odrediti. 

Znajući da intenzitet vektora jačine električnog polja teži nuli sa porastom poluprečnika r u zemlji, vrednost funkcije Jz(r) treba takođe da isčezne kada r → ∞. Pošto Beselova funkcija nultog reda prve vrste I0(kr) teži beskonačnosti kada r teži beskonačnosti, zaključuje se da konstanta A u jednačini (7) treba da bude jednaka nuli, da bi gornji uslovi bili ispunjeni. Prema tome konačan oblik funkcije raspodele struje u zemlji je
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Za numeričko određivanje funkcije raspodele struje, izraz K0(kr) se razdvaja na realni i imaginarni deo,
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gde je
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U ovako definisanom rešenju, nastupa jedan problem. Naime, kada je r = h, koeficijent a postaje jednak nuli, imaginarni deo srednje zagrade izraza (9) ima konačnu vrednost, kei(0)=-0,7854, ali realni deo, funkcija ker(0) teži beskonačnosti. Zbog toga je vrednost te funkcije određena ekstrapolacijom najbližih vrednosti funkcije ker(ar). Tom prilikom je korišćen Aitkinov interpolacioni metod.

Određivanje kompleksne konstante C zahteva integraciju vektora gustine struje po celom poprečnom preseku zemlje i taj integral mora da bude jednak ukupnoj kompleksnoj jačini struje. Da bi integral izraza (9) mogao da se odredi analitički, veličina a mora da bude konstantna. Međutim, kao što može da se vidi iz izraza (10), ta veličina nije konstantna, već zavisi od ugla,
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pri čemu taj ugao teži π/2, kada r → ∞.

Sve dok zavisnost koeficijenta a od ugla α(r) nije zanemarljivo mala, analitička integracija nije moguća i mora da  se pristupi numeričkoj integraciji.

U slučaju, kada koeficijent a može da se smatra nezavisnim od ugla, odnosno, konstantnim,
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integral vektora gustine struje može da se reši analitički.

Prema tome, potrebno je da se definiše granično rastojanja od provodnika, r, do kog zavisnost koeficijenta a od ugla α(r) ne može da se zanemari, a od kog više ne može. Da bi se dobila zadovoljavajuća tačnost proračuna, sa greškom manjom od 0,5%, odlučeno je da se strujna raspodela računa numeričkim metodom sve dok je vrednost poluprečnika r, manja od šestostruke vrednosti dubine prodiranja δ (r<6δ), koja može da se predstavi izrazom
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Pri numeričkoj integraciji vektora gustine struje je takođe korišćen Aitkinov interpolacioni metod, kojim su određivane vrednosti ker i kei funkcija za izabrani parametar ar.

Pri većim dubinama (r>6δ), analitički metod je dao dovoljno tačne rezultate za strujnu raspodelu u ostatku oblasti.

Provera dobijenih rezultata je vrlo jednostavna. Fluks vektora gustine struje 
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koji predstavlja ukupnu jačinu struje u zemlji treba da je jednak negativnoj jačini struje u nadzemnom vodu. Prema tome, sabiranjem vektora gustine struje po celom poprečnom preseku zemlje treba da se dobije jačina struje -I0.

Ceo proračun je izvršen uz pretpostavku da je zemlja homogena, tj. da je specifična otpornost zemlje konstantna. Ova pretpostavka može da se koristi u slučajevima kada se zemlja posmatra kao povratni vod, dok bi pri proračunu raspodele jačine struje nastale usled zemljospoja, lokalna nehomogenost specifične otpornosti zemlje, morala da se uzme u obzir.

3. DOBIJENI REZULTATI

Da bi se odredila raspodela struje po poprečnom preseku zemlje, pretpostavljeno je da je kompleksna jačina struje u provodniku,
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S obzirom da je ceo problem linearan, ovakav izbor neće uticati na raspodelu struje po poprečnom preseku zemlje, već će uticati samo na vrednosti intenziteta vektora gustine struje.

Raspodela intenziteta vektora gustine struje je određena za četiri različite vrednosti specifične otpornosti zemlje i dobijeni rezultati su prikazani grafički na sl.3.

Na slici 3 je prikazana zavisnost intenziteta vektora gustine struje, 
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 od rastojanja r od ose nadzemnog voda, za četiri različite vrednosti specifične otpornosti zemlje pri visini voda od h=10m.
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Sl.3. Raspodela intenziteta vektora gustine struje za h=10m i četiri različite vrednosti specifične otpornosti zemlje.
Kao što se i očekivalo, površinski efekat je najizraženiji pri najmanjoj vrednosti specifične otpornosti zemlje, kada je ρ = 50Ωm. Za ostale vrednosti specifične otpornosti zemlje, ρ = 250Ωm, ρ = 1000Ωm, ρ = 2500Ωm površinski efekat je manje izražen a dubina prodiranja je mnogo veća.

Sa slike se vidi da intenzitet vektora gustine struje, 
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, za sve četiri posmatrane vrednosti specifične otpornosti zemlje, ima najveću vrednost na površini zemlje, a zatim naglo opada sa porastom rastojanja r od provodnika.

Slika 3. se može predstaviti i u semi-logaritamskom koordinatnom sistemu, da bi se prikazale tačke preseka pojedinih krivih za različite vrednosti specifične otpornosti zemlje. Raspodela intenziteta vektora gustine struje za h=10m i četiri različite vrednosti specifične otpornosti zemlje u semi-logaritamskom koordinatnom sistemu data je na sl.4.
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Sl.4. Raspodela intenziteta vektora gustine struje za h=10m, u semi-logaritamskom koordinatnom sistemu.

Kao što je opisano na kraju poglavlja 2, jednačina (14), da bi se proverila tačnost dobijene raspodele gustine struje u zemlji, potrebno je da se izvrši integracija vektora gustine struje po celom poprečnom preseku zemlje i da se za rezultat dobije jačina struje I0. Pri određivanju datog integrala, koristila se numerička, Simpsonova integracija [4], a dobijene vrednosti su navedene u tabeli 1.

Tabela 1. Vrednosti jačine struje u zemlji do rastojanja r=32km.

	r[km]
	I[A]

	
	50Ωm        250Ωm
	 1000Ωm
	2500Ωm

	0.5
	0.2582
	0.0887
	0.031
	0.0147

	1
	0.5365
	0.2275
	0.089
	0.4467

	2
	0.8306
	0.4879
	0.2287
	0.1247

	3
	0.9269
	0.6737
	0.3669
	0.2144

	6
	0.9660
	0.9082
	0.6743
	0.4658

	10
	0.9683
	0.9607
	0.8655
	0.6978

	14
	0.9703
	0.9665
	0.9334
	0.8287

	21
	0.9744
	0.9682
	0.9623
	0.9260

	27
	0.9796
	0.9695
	0.9663
	0.9529

	32
	0.9849
	0.9707
	0.9673
	0.9612


Rezultati numeričke Simpsonove integracije predstavljeni su grafički na sl.5.
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Sl.5. Izračunate vrednosti jačine struje u zemlji.

Kao što se i očekivalo i kao što se vidi iz tabele 1. i sl. 5, sve krive se asimptotski približavaju vrednosti jačine struje I0=1A. Zbog manje ili više izrazitog površinskog efekta je to asimptotsko približavanje različito za različite vrednosti specifične otpornosti zemlje.


 4. ZAKLJUČAK

Kombinovani analitičko-numerički metod koji je opisan u ovom radu, dao je veoma dobru sliku raspodele struje u zemlji. Dobijeni rezultati prikazuju površinski efekt i promenu njegove izrazitosti u zavisnosti od specifične otpornosti zemlje. Na osnovu dobijenih rezultata, upoređujući ih sa modelima koji se češće primenjuju, u kojima se stanja u zemlji opisuju pomoću koncentrisanih parametara [5], može da se zaključi da je metod opisan u ovom radu mnogo precizniji, pošto uzima u obzir sve fizičke veličine koje se javljaju u zemlji. Opisivanje događanja u zemlji putem  elektromagnetskih polja omogućava određivanje i drugih parametara, kao što su, na primer, napon koraka i napon dodira, koji igraju značajnu ulogu u normalnom radu elektrodistributivnih sistema, a posebno u slučaju kvara na nekom od elemenata sistema.

Posebna prednost prikazanog metoda je i što, za razliku od većine numeričkih metoda koji se danas koriste, ne postavlja nikakve posebne zahteve u pogledu performansi računara, a ceo proces računanja traje izuzetno kratko.

 Zbog svega toga će predloženi metod biti korišćen i u daljem radu, pri određivanju magnetskog polja prikazanog sistema i pri određivanju impedanse zemlje u slučajevima kada se zemlja koristi kao povratni provodnik.
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