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JEDAN NUMERIČKI ALGORITAM  INVERZNE LAPLASOVE TRANSFORMACIJE SA PRIMJENOM U FRAKCIONIM SISTEMIMA

Tomislav B. Šekara, Elektrotehnički fakultet u Beogradu

Miomir S. Stanković, Fakultet zaštite na radu u Nišu
Sadržaj - U radu je dat modifikovani algoritam za numeričko izračunavanje inverzne Laplasove transformacije (ILT) i primijenjen na frakcionim sistemima. Izvršena je komparacija algoritama ILT na elementarnim funkcijama i ustanovljena apsolutna greška u odnosu na tačnu teoretsku vrijednost. Praktična primjena algoritma ILT je prikazana u izračunavanju stanja frakcionog sistema u strukturama karakterističnim za sisteme automatskog upravljanja.

Abstract – In this paper a modificated algorithm for numerical computation of inverse Laplace transform (ILT) is presented and applied on fractional systems. A comparison between algorithms is performed on elementary functions and the absolute error relative to exact teoretical value is found. The practical application of ILT algorithm is shown in state calculation of fractional systems in the structures typical for automatic control systems.
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1.
UVOD


Praktična primjena inverzne Laplasove transformacije (ILT) u slučaju nešto složenijih funkcija 
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, gdje je 
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, zahtijeva primjenu numeričkih algoritama  za njeno izračunavanje. U radu je razvijen jedan novi numerički algoritam inverzne Laplasove trnsformacije i specijalno primijenjen u rješavanju stanja frakcionih sistema u odgovarajućim vremenskim intervalima.

Prve ideje frakcionog računa [3,6] su se javile kod  L'Hospital-a (1695), Euler-a (1730), Lagrange-a (1772), Liouville (1832), a nastavljene su daljim istraživanjima u radovima Leibniz-a (1859), Riemann-a (1953), kao i u radovima drugih poznatih matematičara ovoga vijeka. Zbog svoje same matematičke složenosti i danas je taj račun nedovoljno istražen a pogotovo njegova eventualna praktična primjena. 

Rad je podijeljen u tri poglavlja sa uvodom, zaključkom i literaturom. U drugom poglavlju je prikazan numerički algoritam za izračunavanje inverzne Laplasove transformacije. U trećem poglavlju je data komparativna analiza ovoga algoritma u odnosu na poznate analitičke vrijednosti 
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 [1,2]. Četvrto poglavlje obuhvata praktičnu primjenu ovog algoritma za izračunavanje stanja frakcionih sistema u odgovarajućim vremenskim intervalima na određenim klasama funkcija prenosa.[4,5],[7-13]

2.
NUMERIČKI ALGORITAM  INVERZNE


LAPLASOVE TRANSFORMACIJE


Koristeći se osnovnim pravilima Laplasove transformacije na osnovu definicije lika 
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 u slučaju 
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, tada se inverzna Laplasova transformacija svodi na izračunavanje integrala 
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, po zatvorenoj konturi 
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 kao što je prikazano na slici 2.1. Kako je na osnovu Jordan-ove leme Bronwich-ov integral 
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Slika 2.1
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 na jediničnu kružnicu
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, što odgovara takođe i integraciji po jediničnoj kružnici 
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Daljom smjenom promjenljivih 
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 prethodni integral se svodi na:
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Sada bilo kojom metodom numeričke integracije računamo prethodni integral (2.2), s tim da se mora voditi računa o očekivanoj dinamici funkcije 
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. Ovo praktično znači da izborom parametra 
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, možemo pokriti bilo koju očekivanu dinamiku vremenske funkcije 
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. Ovo nam daje mogućnost za povećanje fleksibilnosti algoritma u smislu razdvajanja proračuna inverzne Laplasove transformacije za različite očekivane dinamike funkcije 
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u vremenskim intervalima koji su nam od interesa. Ako se parametar 
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, to je očekivana dinamika funkcije 
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 pokrivenija a broj numeričkih iteracija u tom slučaju se mora relativno povećati. Ako bi uzeli 
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 algoritam bi praktično sa povećanjem vremenskog intervala posmatranja divergirao, jer se radi o konačnom broju iteracija.


Napomenimo da inverzna Laplasova transformacija kauzalne funkcije 
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(2.3)

U algoritmu su izbjegnute funkcije 
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 iz familije impulsnih (Dirakovih) funkcija postavljanjem uslova 
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, koje su inače poseban problem numeričke analize i u ovom radu nisu razmatrane.

3.
KOMPARATIVNA ANALIZA NUMERIČKOG

AGORITAMA  ILT KROZ PRIMJERE

Odaberimo radi jednostavnosti algoritma pravougaonu numeričku integraciju relacije (2.2) i prikažimo na nekoliko primjera prethodni numerički algoritam ILT sa komparacijom.

Primjer 1. Odrediti odskočni odziv numeričkim putem sistema prvog reda, opisanog sa funkcijom prenosa 
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 i uporediti ga sa anlitičkom (tačnom) vrijednošću odskočnog odziva 
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 tačna vrijednost odskočnog odziva sistema prvog reda, to je apsolutna greška koja se pravi pri numeričkom algoritmu ILT određena sa relacijom
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[image: image52.wmf]512

N

=

, 
[image: image53.wmf]2

s

=

 i 
[image: image54.wmf]1

r

=

 i interval posmatranja 
[image: image55.wmf](0,3)

t

Î

. Dobijeni rezultati su prikazani na slici 3.1. 
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Slika 3.1

Ako se uzme 
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a ostali parametri ostanu isti, apsolutna greška u ovom slučaju se drastično smanjuje kao što je prikazano na slici 3.2
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Slika 3.2

Primjer 2. Odrediti numeričkim putem odskočni odziv sistema prvog reda, opisanog sa funkcijom prenosa 
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 i uporediti ga sa analitičkom (tačnom) vrijednošću odskočnog odziva 
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. Neka je broj iteracija 
[image: image61.wmf]512

N

=

, 
[image: image62.wmf]2

s

=

 i 
[image: image63.wmf]0.9

r

=

 i interval posmatranja 
[image: image64.wmf](0;0,15)

t

Î

. Dobijeni rezultati su prikazani na slici 3.3
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Slika 3.3


Jasno se da zaključiti da parametar 
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 igra važnu ulogu u algoritmu ILT u cilju njegove konvergencije. Drugi primjer nam pokazuje da moramo voditi računa o očekivanoj dinamici odziva 
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 na koju direktno utiče parametar 
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 u cilju smanjenja apsolutne greške njegovim povećavanjem. Kako je sa druge strane negativan uticaj pri povećanju parametra 
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 za duži interval posmatranja (slika 3.1), to se numerički algoritam ILT raspreže na više potprograma sa različitim vrijednostima parametra 
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 u cilju smanjenja apsolutne greške. Ovo praktično znači da moramo predvidjet očekivanu dinamiku odskočnog odziva 
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, što nije težak zadatak i u algoritmu ILT odabrati parametare 
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 prema očekivanoj dinamici.

Ako sada primijenimo modifikovani algoritam na problem iz primjera 2. sa raspregnutom dinamikom , usvajajući 
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 respektivno, dobijamo dijagram apsolutne greške, prikazane na slici 3.4. Lako se da uočiti da je za red veličine smanjena apsolutna greška u odnosu na apsolutnu grešku dobijenu korišćenjem klasičnog algoritma ILT u primjeru 2.
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Slika 3.4

Povećavanjem broja iteracija sa 
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 u odnosu na prethodni primjer  dobijamo smanjenje apsolutne greške još za jedan red veličine, kao što je prikazano na slici 3.5
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Slika 3.5

Prethodni primjeri nam ukazuju da je modifikovani algoritam ILT  fleksibilan u smislu smanjenja apsolutne greške na pojedinim intervalima posmatranja.

4.
PRIMJENA NUMERIČKOG ALGORITMA ILT


U FRAKCIONIM SISTEMIMA  

Radi ilustracije odredimo odskočni odziv funkcije prenosa električnog voda
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(4.1)

Ako označimo sa 
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tada funkcija prenosa (4.1) ima oblik
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Primjenom inverzne Laplasove transformacije  dobijamo odskočni odziv signala, čiji je analitički oblik
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Slika 4.1 Odskočni odziv napona na drugom kraju    električnog voda na osnovu relacije (4.3)

Primjer 3. Složeniji problem je ako pretpostavimo prethodno opisani sistem kao objekat upravljanja i odaberemo PI regulator kao što je prikazano blok dijagramom na slici 4.2, sa odgovarajućim parametrima sa ciljem da odredimo odskočni odziv.
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4.2 Blok dijagram objekta upravljanja sa PI regulatorom
Kako rješenje 
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 u zatvorenoj formi ne postoji, primjenom numeričkog algoritma ILT za set parametara 
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 PI regulatora i odgovarajućim odskočnim ulazom 
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, dobijamo odskočni odziv 
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 prikazan na slici 4.3
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Slika 4.3. Odskočni odziv 
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 sistema upravljanja sa PI regulacijom
Primjer 4. Radi praktične ilustracije algoritma ILT, pretpostavimo da je data funkcija prenosa objekta upravljanja
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i da nam stoji na raspolaganju frakcioni regulator iz klase 
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Potrebno je odrediti parametre PD regulatora uz uslov da je vrijeme smirenja 
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, i uporediti ga sa frakcionim FPD koji obezbjeđuje iste parametre. Podešavanjem parametara PD regulatora uz zadate uslove na odziv sistema može se dobiti 
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za 
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 dobijaju se znatna poboljšanja u odskočnom odzivu sistema smanjenjem premašaja sa frakcionim PD regulatorom, prikazanih na slici 4.4
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Slika 4.4


Na osnovu prethodnih primjera zaključujemo da modifikovani numerički algoritam ILT ima praktičnu primjenu u frakcionim sistemima za određivanje stanja sistema na proizvoljnu pobudu. Naravno opisani algoritam je generalan i može se upotrijebiti bilo gdje u obradi signala za izračunavanje ILT. Dobre odlike algoritma su fleksibilnost u smislu konvergencije i brzine rada.

5.
ZAKLJUČAK


Cilj ovoga rada, kao što je prikazano, je numeričko izračunavanje ILT 
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, bilo da se radi o složenim ili tabličnim funkcijama 
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. U radu je razvijen modifikovani algoritam ILT koji se raspreže na više potprograma, zavisno od očekivane dinamike funkcije 
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, u cilju smanjenja apsolutne greške. Algoritam je testiran kroz elementarne primjere a zatim primijenjen za izračunavanje stanja frakcionih sistema. Dalja istraživanja bi bila interesantna u cilju simulacije frakcionih sistema u SIMULINK-u, na bazi algoritma za numeričko izračunavanje ILT.
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