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Sadrzaj—U ovom radu se razmatra jedna posebna vrsta stabala
binarnog pretraZivanja — samopodeSavajuca ili splay stabla. Ona
su izrazito pogodna u slu¢ajevima povec¢ane vremenske lokalnosti
pristupa i vrSe rekonstrukciju stabla pri svakoj operaciji.
Predmet ovog rada je analiza operacija za odrZavanje ovog
stabla koje se nazivaju splaying tehnikama. Detaljno su opisane i
uporedene dve osnovne splaying tehike: odozdo na gore i odozgo
na dole. Navedene su i neke modifikacije splaying tehnika koje su
predloZene u cilju optimizacije performansi, pre svega smanjenja
broja rotacija u odnosu na osnovne tehnike. Na kraju, data je i
procena performansi splay stabala KkoriS¢enjem postupka
amortizovane analize, a navedeni su i neki rezultati
eksperimentalne komparativne evaluacione analize ovih stabala
sa drugim stabima binarnog pretrazivanja.

Kljucne reCi- stabla binarnog pretraZivanja; splay stabla;
splaying tehnike; (key words)

1. UvobD

Stabla binarnog pretrazivanja predstavljaju jednu od
osnovnih struktura za pretrazivanje u operativnoj memoriji [1].
Postoji viSe vrsta ovih stabala sa ciljem da se postigne Sto
manja visina 1 S$to bolja balansiranost, koja garantuje
logaritamsku slozenost operacija. Za razliku od njih postoje i
stabla binarnog pretrazivanja kod kojih nije cilj optimalni
balans, ve¢ se struktura podrSava tako da se maksimalno
iskoristi vremenska lokalnost koja je jedna od osnovnih
karakteristika u pristupu podacima. To su samopodeSavajuca ili
splay stabla koja su predlozili Sleator i Trajan [2]. Ova stabla
se reorganizuju pri svakoj operaciji, pa i ¢ak i onim
neinvazivnim kao §to je pretraZivanje, da bi se obezbedio brz
pristup skoro pristupanim kljucevima. Logika ove
reorganizacije je da se ¢vorovi kojima se ¢esce pristupa dovode
blize korenu stabla. Ovo ima efekta kod uniformnog pristupa
klju¢evima, npr. kada se najéeS$Ce pretrazuje neki opseg
vrednosti, §to je u praksi izrazeno za veliki broj primena.

Tehnike kojima se vr$i reorganizacija stabla nazivaju se
splaying tehnikama. U ovom radu ¢e u drugoj i tre¢oj sekciji
biti detaljno opisane dve osnovne splaying tehnike, i to odozgo
na dole i odzdo na gore. Zatim ¢e u Cetvrtoj sekciji biti opisane
modifikovane tehnike, koje se primenjuju u cilju smanjenja
broja rotacija, a samim tim i poboljSanjem performansi
operacija. Na kraju ¢e u petoj sekciji biti detaljno analizirana
performansa splay stabala u vidu vremenske sloZenosti
operacija  koris¢enjem  jednog  posebnog  postupka,
amortizovane analize sloZenosti.
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II.  SPLAYING ODOZDO NA GORE

Prvo ¢e biti opisan postupak u kome se rotacije vrse od
listova ka korenu stabla po putu pristupa, tj. metoda odozdo na
gore. Prednost ovog metoda je u olakSanoj realizaciji u odnosu
na metodu splayinga odozgo na dole.

Pre samog splaying-a mora se prvo naci zeljeni ¢vor, a to
se ostvaruje metodom pretrazivanja za binarno stablo
pretrazivanja.

Neka je x ¢vor (ali ne koren) na putu po kom se vrsi rotacija
i neka je p roditelj ¢vora x, a g roditelj ¢vora p. Postoje tri
moguca koraka:

1) Ako je roditelj ¢vora x tj. p koren stabla, onda se samo
vrsi odgovarajuca (leva ili desna) rotacija ova dva ¢vora. Ova
operacija se naziva cik i graficki je prikazana na Sl. 1. Ovaj
korak je isti kao jednostruka rotacija koja se koristi na primer
kod AVL stabala [3].

2) x je desni potomak p, a p levi potomak g ili obrnuto.
Ovde se primenjuje dvostruka rotacija. Ova operacija se
naziva cik-cak i prikazana je na Sl. 2.

3) x1ip su oba levi potomci, ili oba desni potomci svojih
roditelja (p i g). Ovde se vrsi transformacija stabla prikazana
na Sl 3. tj. dve jednostruke rotacije u istu stranu - u ovom
slucaju u desno. Ova operacija se naziva cik-cik.

Splaying odozdo na gore se obavlja tako §to se prvo nade
trazena vrednost kljuca ili mesto na kom bi trebala ona da bude
posle umetanja. Primenom opisanih koraka trazeni évor se
dovodi u koren stabla, ako je pretraga bila uspesna. Ako kljuc¢
nije naden, poslednji ¢vor (ne null) kome je pristupljeno pre
zavrSenja pretrage se dovodi u koren stabla.

Cik korak

Slika 1.
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Slika 2. Cik-cak korak

Slika 3.

Cik-cik korak

Opisana tehnika se koristi pri operaciji pretrazivanja, $to
znaci da se pretrazivanje vrsi tako Sto je ili zeljena vrednost u
korenu stabla ili nije nadena. Sto se ti¢e operacija umetanja i
brisanja, one pocinju operacijom pretrazivanja za zadatu
vrednost. Kada je u pitanju umetanje, ako je nadena trazena
vrednost, operacija se zavrSava, a ako ne, Zeljena vrednost se
umece u koren stabla posle neuspesne pretrage. Operacija
uklanjanja ¢vora iz stabla se obavlja tako $to se ¢voru koji treba
ukloniti iz stabla 7 prvo koriste¢i operaciju pretrazivanja
zasnovanu na splaying tehnici. Ova operacija postavlja zeljeni
¢vor u koren stabla 7. Brisanjem c¢vora u korenu stabla,
dobijamo dva podstabla 7; i 7p (levo i desno podstablo). U
narednom koraku se pronalazi maksimalni element podstabla
T, i ovaj element se nizom odgovarajucih rotacija dovodi u
koren podstabla 7;. Ovaj element nema desnog potomka.
Operacija brisanja ¢e biti zavrSena tako §to ¢e T postati desni
potomak ¢vora u korenu podstabla 7. Postupak brisanja moze
se obaviti i simetri¢no - posle nadenog Zeljenog ¢vora pronalazi
se minimum desnog podstabla, pa taj minimum postaje novi
koren, a njegovo levo podstablo postaje 7, [4].

III. 4. SPLAYING ODOZGO NA DOLE

Ukratko ¢e biti opisan i postupak tehnika splaying koji se
vr$i od korena ka listovima, jer je u nekim primenama ovaj
postupak ocenjen kao efikasniji. Prednost ove tehnike je Sto
zahteva samo jedan obilazak stabla pri pretrazivanju i
reorganizaciji stabla. U ovom postupku se koriste dva pomoéna
stable: levo L i desno D. Ova podstabla su prazna na pocetku, a
tokom splayinga se odgovarajuéi kljucevi ili podstabla spajaju
sa odgovaraju¢im stablom L ili D, dobijenim u prethodnom
koraku.

Neka je X trenutni koren stabla, Y klju¢ kome smo takode
pristupili i neka su inicijalizovana dva prazna pomoc¢na stabla:
levo L i desno D. Stablo se obilazi tako Sto se pristup vrsi
paralelno u dva ¢vora na putu pristupa. U zavisnosti od
vrednosti kljuCeva ¢vorova kojima smo pristupili postoje tri
situacije:

1) Ako je Y trazeni kljuc, levo (desno) dete od X, tada se X
i njegovo desno (levo) podstablo, dodaju u pomo¢no stablo D
(L), kao najlevlje (najdesnije) podstablo, Sl. 4.

2) Ako je trazeni ¢vor levo-levo (desno-desno) od X, tada
se prvo izvodi rotacija u desno (levo) oko ¢vora Y, pa se
podstablo Y ubacuje u R (L), kao najlevlje podstablo, SI. 5.

3) Ako je trazeni ¢vor levo-desno (desno-levo) od X, onda
se primenjuju slede¢a dva koraka. Prvo se X i njegovo desno
(levo) podstablo nadovezu na R (L), a onda se srednjem stablu,
vrsi rotacija ulevo (udesno) i ¢vor Z postaje koren, Sl. 6.

Na kraju se vrsi spajanje pomoénih stabala sa srediSnjim
stablom ¢iji je klju¢ u korenu trazena vrednost SI. 7, tako §to se
trenutno levo i desno podstablo korena sredi$njeg stabla spajaju
sa L i D kao njihova respektivno, najdesnija, tj najlevlja stabla,
a zatim se L i D spajaju sa korenom. Detaljan opis ove tehnike
dat je u [2].
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Slika 4.

Splaying odozgo na dole — situacija 1.
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Splaying odozgo na dole — situacija 2

Slika 5.

Slika 6.

Splaying odozgo na dole — situacija 3
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Spajanje glavnog sa pomoénim podstablima
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Slika 7.
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IV. DRUGE TEHNIKE SPLAYINGA

Sami autori [2] favorizuju tehniku odozgo na dole, zato §to
nema potrebe da se pamte adrese roditeljskih ¢vorova, pa je
prostorna slozenost kod ove tehnike optimalnija i zato §to se
celi proces izvr$avanja operacije i reorganizacije vrsi u jednom
prolazu. Oni ovu tehniku smatra]u eﬁkasm]om i u smislu
vremenske slozenosti, §to nije ta¢no za neke primene, a to je
pokazano u radu [5] za testove radene nad velikim tekstualnim
kolekcijama.

Pored osnovnih splaying tehnika opisanih u prethodnom
delu rada, predlozene su i druge tehnike u cilju optimizacije
performansi splay stabala. Pre svega, cilj kod svih predlozenih
reSenja je da se smanji broj rotacija i na taj nacin smanji cena
operacija, a da se, po prestanku reorganizacije stabla, ono
ostavi u §to optimalnijoj topologiji u smislu cene pristupa
¢vorovima koji se Cesto traze. Ovde ¢e biti navedene tri
tehnike.

Prvu su predlozili jo§ Sleator i Tarjan u [2] i ta tehnika se
naziva polu-podesavajuéa tehnika. Ovde se uvodi vrednost m
koja predstavlja broj operacija koje se izvrsavaju po klasicnom
splaying-u. Tada se prekida sa reorganizacijom stabla, jer se
smatra da je u m koraka stablo reorganizovano tako da CeSce
koriS¢ene vrednosti nalaze pri vrhu. Sto je m vece, to je ova
tehnika sli¢nija splaying-u, a $to je m manje to se ova tehnika
priblizava standardnom stablu binarnog pretrazivanja.

Druga modifikacija je polu-splaying. Ovu ideju detaljno
objasnjava Furer [6]. On predlaze da se vrednost kojoj se
pristupa ne dovodi u koren stabla ve¢ da se ona pomeri samo za
neki nivo, na pr1mer za jedan nivo ili pola ukupnog puta, itd.
Sto je veéi broj nivoa koji &vor menja, to je ovo tehnika
pribliznija klasi¢nom splaying-u.

Treca tehnika uvodi brojac pristupa ¢voru za svaki ¢vor i
splaying se vrsi dok se ne dostigne neka, unapred zadata,
vrednost brojaca. Ovo je slicna ideja kao kod Randomized
stabala [7], samo §to nema prioriteta, ve¢ se uvodi brojaé¢
pristupa. Navedena tehnika je detaljno opisana u [5] .

V. ANALIZA PERFORMANSI

Splay stabla se ne zasnivaju ni na kakvom visinskom
balansiranju koje ograniCava najgori slucaj, pa u najgorem
slucaju mogu da imaju linearnu vremensku slozenost O(n). To
moze biti prihvatljivo samo ako se ovaj, najgori slucaj, dogada
retko. Medutim, ako se posmatra duga sekvenca operacija nad
jednim splay stablom, pogotovo u slucaju vremenske lokalnosti
pristupa kljuevima, vremenska slozenost ¢ak i najgoreg
slucaja je dobra i reda O(log n), Sto ¢e u nastavku biti analiticki
dokazano.

Amortizovana analiza daje procenu cene najgoreg slucaja
duze sekvence dogadaja Za razliku od analize vremenske
slozenosti algoritma najgoreg slucaja, gde se posmatra ]edna
operacija ili jedna s1tuacua i posmatra se koliko posla je
potrebno da se ona izvrsi, kod amortizovane analize uzima se
u obzir dugacka sekvenca dogadaja, a ne izolovana
pojedinacna operacija.

Prose¢na vremenska slozenost se, takode, razlikuje od
amortizovane analize jer se kod nje posmatra prosecna

slozenost u odnosu na sve moguce ulaze, kao i da je analiza
svakog dogadaja nezavisna u odnosu na naredni ulaz. Kod
amortizovane analize ovi dogadaji su uzajamno zavisni. Tako
da jedan dogadaj u sekvenci moze uticati na cenu narednih
dogadaja. Moze se desiti da jedna operacija bude slozena i
skupa za izvodenje, ali da ostavlja strukturu podataka, nad
kojom se operacije vrse, u stanju u kom je naredna operacija
mnogo kraca.

Sledi dokaz amortizovane analize splay stabala. U tom
cilju bi¢e prvo date neophodne definicije.

Definicija 1

Za svaki korak i splaying procesa i svaki ¢vor x u 7, rang
u i-tom koraku se definise na sledeéi nacin:

() = Ie|T;(x).

Ova rang funkcija se, otprilike, ponasa kao idealna visina.
Ona zavisi od bI‘Oja ¢vorova u podstablu ¢iji je koren x, a ne
od njegove visine i pokazuje kolika bi visina bila kad bi stablo

bilo balansirano.

Ako je x list, onda |Ti(x)| =1, pa r; (x) = 0. Koren stabla
ima najvedi rang u stablu.

Koli¢ina posla koju algoritam mora da odradi da bi se
pristupilo ¢voru ili ubacio ¢vor u podstablo zavisi od visine
podstabla, pa se iz tog razloga rangira koren podstabla.
Kreditna funkcija ¢e biti tako definisana tako da velika i
visoka stabla imaju velike vrednosti kreditne funkcije, a niska
i mala stabla manje vrednosti, jer se koli¢ina rada splaying
tehnikom povecava sa visinom stabla.

Definicija 2

Za svaki ¢vor x€T i posle svakog koraka i splaying
postupka, ¢vor x ima kredit jednak vrednosti rang funkcije u x

t. ri(x).

Vrednost kredita stabla je jednaka
pojedina¢nih ¢vorova stabla

c; = > 1 (x)

xXe Ti

zbiru kredita

Ako je stablo prazno ili sadrzi samo jedan ¢vor, onda je
njegov kredit 0. Sa porastom broja ¢vorova u stablu, poveéava
se 1 kredit stabla.

Definicija 3

Amortizovana kompleksnost a; koraka i splaying postupka
definiSe se na sledeéi nacin

al' = tl + Cl' - Ci—l,

pri ¢emu je t; stvarna cena i-tog koraka, dok je c¢;-c;.; promena
kredita u i-tom koraku. [8]
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Lema 1

Neka su a, B i y pozitivni realni brojevi za koje vazi
o+ B <y, tadaje

log, o +log, B < 2log, y-2

Dokaz:
Kako je

(Jar+B) 20
(a—z 0(,8+ﬂ)20

@Sa+ﬂ

2

Na osnovu pretpostavke a+ £ <y, dobija se

off = r
2
Kvadriranjem i logaritmovanjem tako

nejednacine dobija se

dobijene

logya+log, ﬂSZlng y—2
Sto je i trebalo dokazati.

Lema 2

Ako je i-ti korak splaying procesa cik-cik ili cak-cak
korak u ¢&voru x, tada njegova amortizovana slozenost a;
zadovoljava sledecu nejednakost

a; <3(rl~ (x) —r (x))

Dokaz:
Posmatrajmo slucaj ilustrovan na SI. 8.

Stvarna sloZenost dvostruke rotacije ulevo i udesno su dve
jedinice i samo se visine podstabala ¢iji su koreni x, y i z
menjaju ovim korakom. Tako se svi ¢; potiru sa ¢;; sem ovih
u sledecoj jednacini:

ri(x)=r;;(z), jer imaju isti broj grana u podstablu.

cik-cik
—
korak i

Slika 8.

i-ti korak splayinga je cik-cik

Neka je o = ‘Ti—l (z)‘, p= ‘Tl (z)‘ iy= ‘Tl (x)‘

Sa SI. 8 ovog sluaja uocava se da Tp,(x) sadrzi
komponente x, 4 i B; T(z) sadrzi komponente z, C i D; Tx)
isto sadrzi sve ove komponente (i komponentu y).

Kako je a+f<y, iz leme 1 sledi
r (x)-i—rl- (z) < 2rl- (x)—2 , 4.

21 (x)=r_y (x) =1 (2) 2 0.

Dodavanjem poslednje nenegativne vrednosti prethodne
nejednacine jednacini (1) za a; dobija se:

a; <213 (%) =2ny (x) +5; () =14 ()

Pre koraka i, y je roditelj x, pa vazi ‘Tl (y)‘ > ‘Ti—l (x)‘ .

Posle koraka i, x postaje roditelj y, pa je ‘Tl (x)‘ > ‘Tl (y)‘ .

Logaritmovanjem ovih nejednacina dobija se 7, ;(y)>r.;(x) i se

i(y)>ri(x).

Lema 3

Ako je i-ti korak splaying procesa cik-cak ili cak-cik
korak u ¢voru x, tada njegova amortizovana sloZenost a;
zadovoljava sledecu nejednakost

a; <2(5; (x) =1y ().

Lema 4

Ako je i-ti korak splaying procesa cik-cak ili cak-cik
korak u ¢voru x, tada njegova amotizovana slozenost a; xe T
i posle svakog koraka i splaying postupka, ¢vor x ima kredit
jednak vrednosti rang funkcije u x tj.

a; <1+ (rl (x)— ) (x))

Dokaz leme 3 sli¢an je dokazu leme 2, a dokaz leme 4
neposredno sledi, tako da nece biti navedeni.

Teorema 1

Amorizovana cena umetanja ili pronalazenja ¢vora u splay
stablu sa n ¢vorova ne prelazi [+3In n koraka ka vrhu
zeljenog ¢vora.
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Dokaz:

Da bi odredili cenu operacije umetanja ili pronalazenja
elementa, neophodno je sabrati pojedinacne cene svih splaying
koraka prilikom obavljanja operacije. Ako je u toku operacije
obavljeno m splaying koraka, tada najvise jedan korak
(poslednji) moze biti jednostruka rotacija ulevo ili jednostruka
rotacija udesno (cik odnosno cak koraci), na koje se odnosi
lema 4, dok svi ostali koraci zadovoljavaju granice date
lemama 2 i 3.

Ukupna cena koja se sada dobija je:

g Zl
a.= 2 a+a
= =

Sto je i trebalo dokazati.
Lema 5

Ukupna stvarna cena i ukupna amortizovana cena niza od
m operacija nad splay stablom povezane su slede¢om
relacijom

m m
Z t :(Z al‘)‘l‘CO—Cm

=1t \i=l

Dokaz:

m m m
Elti =i§1(al-+cl._1 —cl.)=(i§1al-)+co—cm.

i

U poslednjoj sumi ¢;; i ¢; se potiru i ostaju samo nulti i m-
ti ¢, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Na kraju, bi¢e povezane stvarna i amorizovana cena niza
operacija umetanja i pronalazenja ¢vora. Primenom leme 5
dobija se da se stvarna cena niza m splay koraka razlikuje od
amortizovane za samo cy- ¢, gde su ¢y i ¢, stanja kredita
pocenog i krajnjeg stabla. Ako stablo nikada nema vise od n
¢vorova, tada je kredit svakog ¢vora uvek izmedu 0 i /n n. 1z
toga sledi da je kredit stabla, kako pocetnog, tako i posle
izvrSenih m operacija, u intervalu 0 do »n In n. 1z toga sledi
sledec¢a teorema:

Teorema 2

Ukupna slozenost niza od m operacija umetanja ili

pronalazenja Cvora u splay stablu ¢iji je broj ¢vorova u
svakom trenutku manji od 7 je

m(l+1nn)+nlnn

koraka ka vrhu Zeljenog ¢vora. [9]

Dokaz teoreme 2 sledi iz teoreme 1

razmatranja.

i prethodnog

U teoremi 2 svaki splay korak se ra¢una kao dva koraka ka
vrhu, izuzev rotacije ulevo ili rotacije udesno (cik koraka) u
poslednjem koraku koji se racunaju kao jedan korak ka vrhu.

Kod ovih stabala operacija moze, u najgorem slucaju,
imati vremensku slozenost O(n), Sto moze biti prihvatljivo
samo ako se ovaj, najgori slucaj, ne dogada Cesto. Teorema 2
dokazuje da je slozenost niza operacija umetanja i
pretrazivanja O(log n). lako ovde najgori slucaj nije O(log n)
po operaciji, prednost je §to nema lo$ih ulaznih sekvenci.

Detaljna eksperimentalna analiza performansi splay stabala
uz koriS¢enje pogodno izabranog sintetickog modela radnog
optereéenja izvrSena je u [10]. Ona je potvrdila rezultate
teorijske analize i pokazala da su u slu¢aju izraZzene vremenske
lokalnosti vrednosti ova stabla efikasnija od visinski
balansiranih AVL i crveno-crnih stabala. Ona su najefikasnija
kada je niz kljuc¢eva po kome se vrsi pretraga sortiran. U ovom
slu¢aju njihove performanse su loSe za jednu operaciju, ali
kako raste broj operacija to se i njihova efikasnost u odnosu na
visinski balansirana stabla povecava. Splay stabla su
efikasnija od navedenih stabala i u slucajevima u kojima je
opseg pretrazivanih klju¢eva manji od 10% u odnosu na
pocetno stablo bez obzira u kom intervalu se ti klju¢evi nalaze
i nezavisno od njihovog redosleda i broja ponavljanja
vrednosti. Kao i slucaju sortiranih vrednosti kljuceva, i u
ovom slucaju sa porastom broja operacija cena ovih operacija
opada, §to kod balansiranih predstavnika nije slucaj.

VI. ZAKLJUCAK

Splay stabla predstavljaju posebnu vrstu
samopodesavajuc¢ih stabla binarnog pretrazivanja koja za
razliku od ostalih ne ogranicavaju najgori slu¢aj, pa on moze da
ide i do O(n), §to moze biti prihvatljivo samo ako se to retko
dogada. Amortizovana analiza duge serije operacija pokazuje
logaritamsku sloZenost $to ova stabla ¢ini konkurentnim sa
skoro balansiranim stablima binarnog pretrazivanja, a da pri
tom za razliku od veéine skoro balansiranih vrsta stabala,
nemaju potrebu za cuvanjem dodatnih informacija kao Sto su
visina kod AVL, boja kod crveno-crnih stabala, itd.

Splay stabla su pogodna za primene gde verovatnoca
pristupa kljuevima nije uniformna i pogotovo daju odli¢ne
rezultate kada je izrazena vremenska lokalnost (npr. algoritmi
kesiranja, dealokacije nepotebih objekata, itd.). Ovo je
posledica reorganizacije stabla koja se vrsi pri svakoj operaciji,
§to ponekad neopravdano povecava cenu operacije, a da u
amortizovanom smislu to nije opravdano.

Od dve osnovne splaying tehnike pogodnijom se smatra
ona koja ide odozgo na dole. Predlozena su i razli¢ita reSenja
za optimizaciju, koja u zavisnosti od primene mogu da daju
bolje rezultate.
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ABSTRACT

This paper considers a special kind of binary search trees —
self-adjusting, splay trees. They are especially convenient in
case of increased temporal locality of accesses. To this end,
splay trees are reorganized on each operation, even on search.
In this paper we analyze splaying techniques for tree
maintenance. Two basic techniques are presented: top-down
and bottom-up splaying. Some advanced splaying techniques
proposed to decrease the number of rotation are also mentioned
here. Finally, the paper brings the performance analysis of the
splay trees, as well as some finding of experimental
comparison with other kind of binary search trees.

AN ANALYSIS OF THE SPLAYING TECHNIQUES
IN SELF-ADJUSTING TREES
Svetlana Strbac-Savié
Milo Tomasevié¢
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