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LANČANICA – OD ANTIČKOG PROBLEMA DO PROBLEMA U ELEKTROENERGETICI
THE CATENARY – FROM ANCIENT PROBLEM TO PROBLEM IN POWER ENGINEERING

Biljana Milović, Elektroprenos Banja Luka

Milica B. Naumović, Elektronski fakultet u Nišu 

Dražan Krsmanović, Elektroprenos Višegrad
	Sadržaj –  Iako je jednačina lančanice bila poznata još prije 300 godina, ona još uvijek predstavlja izazov. Štaviše, kriva lančanice je tek kasnije dobila značajnu ulogu u inženjerstvu, kao na primjer u građevinarstvu, elektroenergetici, željeznici, konvejerima i slično. Izvođenje jednačine lančanice sada se može naći u brojnoj udžbeničkoj literaturi. U ovom radu je pokazano kako se uopšteni problem lanca može predstaviti kao problem minimizacije potencijalne energije lanca i riješiti primjenom raspoloživih optimizacionih tehnika. Detaljno je istraženo ponašanje nadzemnih vodova u slučaju promjene klimatskih uslova i naprezanja.

Abstract – Although the catenary equation was known some 300 years ago, it still attracts attention. Moreover, in more recent times, the catenary curve has come to play an important role in civil engineering, electric power engineering, railway, conveyor, and so on. The derivation of the catenary equation can be found in many textbooks now. The purpose of this paper is to demonstrate how a general chain problem can be modeled as a problem of minimizing the chain's potential energy and solved by the available optimization techniques. Electrical cables' behaviour, in the case of changing climate conditions and tension, is given in more details.


1. UVOD
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Riječ catenary dolazi od latinske riječi catena,ae što znači lanac. Svojevremeno je Galileo Galilei tvrdio da lanac, koji slobodno visi pod dejstvom gravitacije, poprima oblik parabole. Godine 1691. Leibniz, Huygens i Johann  Bernoulli izveli su jednačinu krive koju čini lanac koji slobodno visi, a kao odgovor na poziv Jacoba Bernoullia matema-tičarima da se ogledaju u rješavanju postavljenog problema. Interesantno je pomenuti da je još Huygens u pismu upućenom Leibnizu koristio termin catenary, dok je iste godine Gregory na temu lančanice napisao čitavu raspravu [1], [2]. Kasnije, 1744. godine, Euler je pokazao da je lančanica kriva koja prilikom rotacije daje tzv. katenoid, tijelo minimalne površine za dati kružni bazis [1]. 

Kriva lančanice sreće se u inžinjerskoj praksi u građevinarstvu kod visećih mostova (starija verzija Cliftonovog visećeg mosta i savremeni most u Kini na sl. 1a). Oblik invertovane lančanice imaju lučna čelična kapija u nacionalnom parku u St. Louisu (sl. 1b), kao i svodovi Gaudieve katedrale (sl. 1c). U željezničkom inžinjerstvu koristi se termin lančanica za opis strukture vodova, kao i kod raznih sistema sa pokretnom trakom.
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	Sl. 1  Razne primjene termina i oblika lančanice [1]
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U ovom radu posebna pažnja posvećena je lančanici koja  odgovara obliku krive koju zauzima provodnik u gravitacionom polju čiji su krajevi učvršćeni za dva sujedna vertikalna stuba. Posle nalaženja jednačine krive primjenom varijacione metode poznate u teoriji optimalnih rešenja, u radu je analizirano ponašanje nadzemnih vodova u slučaju promjene klimatskih uslova i naprezanja, što predstavlja doprinos mehaničkom proračunu nadzemnih vodova. 

2. PROBLEM LANČANICE 

A.  Formulacija i prijedlog rješenja


Traži se oblik užeta (idealno savitljivog i neistegljivog) dužine 
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 sa učvršćenim krajevima, koje slobodno visi u homogenom polju Zemljine teže. Uz pretpostavku da je masa užeta (lanca) uniformno raspodjeljena duž lanca, treba odrediti funkciju 
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 koja minimizira potencijalnu energiju 
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pri čemu je zadovoljen uslov 
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Rješenje ovog problema je (3(-(6(:
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gdje se vrijednosti 
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 nalaze iz uslova (2)-(3). 
Razmatrani problem spada u grupu izoperimetrijskih problema. Uže je učvršćeno u tačkama A i B. Označimo sa C centar masa užeta koje ima oblik kao na Sl. 2. Ordinata centra masa može se izračunati na način [3]:



[image: image15.wmf]2

1111

ddd1d

b

a

x

BBB

c

AAAx

yymysysyyx

mmll

==g==+

òòòò

&

,



(5)

gdje je 
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 masa jedinice dužine užeta, tako da je 
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 masa njegovog elementarnog dijla 
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Sl. 2.   Lančanica

Potencijalna energija užeta, koja je određena relacijom 
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, je u ravnotežnom stanju minimalna. Dakle, potrebno je odrediti onu krivu koja prolazi kroz tačke A i B, i za koju 
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 ima minimum, tj. treba naći minimum izraza
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Svakako da pri tome treba da bude zadovoljen uslov (2) koji izražava činjenicu da je uže nerastegljivo. 

B.  Varijaciona metoda u rješavanju optimizacionog problema – potrebni uslovi optimalnosti


Razmatra se problem određivanja funkcije 

 na skupu realnih, kontinualnih, diferencijabilnih funkcija, a sa ciljem minimizacije kriterijumske funkcije 
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na intervalu 

. Drugim riječima, traži se optimalna trajektorija 
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 iz skupa dopustivih trajektorija 

. Pretpostavlja se da je 

 kontinualna funkcija po 
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 i da ima kontinualne parcijalne izvode po 
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. Dakle, radi se o, u literaturi, dobro poznatom Lagrangeovom optimizacionom problemu. Izrazimo dopustivu trajektoriju 

, koja može, ali ne mora da bude i optimalna za svako 

, na način
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gdje je 

 mali broj, a 

 varijacija funkcije 

. Primjenom teorije varijacionog računa pokazuje se da duž optimalne trajektorije treba da je (4(:
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odnosno 
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Podsjetimo, da je parcijalna diferencijalna jednačina (9) poznata Euler-Lagrangeova (E-L) jednačina, dok su tzv. uslovi transverzalnosti dati relacijom (10). Dakle, jednačinama (9) i (10) iskazani su samo potrebni uslovi optimalnosti, što znači da trajektortija, koja zadovoljava pomenute uslove, nije obavezno i optimalna trajektorija.

Pomenimo partikularne slučajeve Euler-Lagrangeove jednačine.

(
Pretpostavimo da Eulerova funkcija 
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 (koja u tom slučaju predstavlja ignorišuću koordinatu u dinamici). Tada, E-L postaje 
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što predstavlja princip konzervativnosti spregnutih impulsa u dinamici.

(
Pretpostavimo da se razmatra vremenski invarijantan sistem i da Eulerova funkcija 
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 nije funkcija vremena. Tada pišemo:
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To znači da je 
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što se označava kao konzervativnost Hamiltonove funkcije.

(
Ako 
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C.  Rješenje problema lančanice

U cilju rješavanja problema minimizacije (1) uz uslove (2) i (3), uvedimo konstantan Lagrangeov multiplikator 
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 i proširimo kriterijumsku funkciju na način
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Budući da Eulerova funkcija 
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nije funkcija promjenljive 
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, to E-L jednačina postaje
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i, nakon smjene  
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Uz smjenu 
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, integraljenje prethodne jednačine (16), daje
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što se, nakon jednostavnih transformacija, može prepisati na način
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Konstanta 
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 nalazi se iz transcedentne jednačine 
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čijim se numeričkim rješavanjem dobijaju dva netrivijalna rješenja istih apsolutnih vrijednosti, pri čemu, svakako, samo pozitivno rješenje ima fizičkog smisla [3]. Ostale dvije konstante izračunavaju se pomoću veza
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3.   ZAVISNOST UGIBA PROVODNIKA OD 

      KLIMATSKIH USLOVA I NAPREZANJA


Pogledajmo prvo grafik relativnog izduženja provodnika u zavisnosti od naprezanja: 
Tačke označene na grafiku imaju sljedeće značenje:

· A tačka maksimalnog radnog naprezanja. Maksimalno radno naprezanje (max, se bira na osnovu zahtjeva za mehaničkom sigurnošću.

· B tačka maksimalnog normalno dozvoljenog naprezanja (nd. Maksimalno normalno dozvoljeno naprezanje je najveće naprezanje koje se smije dostići pri normalnim uslovima. Propisi (8( definišu ovo naprezanje za određene vrste užadi i ono npr. za Al-Fe uže 240/40 (mm2(, odnosno za 6/1 užad, iznosi 13 (daN/mm2(.

· C  tačka izuzetno dozvoljenog naprezanja (id. Izuzetno dozvoljeno naprezanje je najveće neprezanje koje se smije dostići pri izuzetnim uslovima. Propisi definišu ovo naprezanje za određene vrste užadi i ono npr. za Al-Fe uže 240/40 (mm2(, odnosno za 6/1 užad, iznosi 24.5 (daN/mm2(.

· D – granica elastičnosti

        -     E – granica čvrstoće
[image: image67.jpg]©«r
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Dva karakteristična slučaja (9( promjene naprezanja i ugiba sa temperaturom prikazane su na sljedećim graficima:
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Sl. 4. Montažne krive za kratak raspon
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Sl. 5. Montažne krive za dugačak raspon


Na graficima je naprezanje predstavljeno punom, a ugib isprekidanom linijom, i dati su u relativnim jedinicama. Ovi grafici, ako su dati u apsolutnim vrijednostima, nazivaju se montažne krive. Na osnovu njih se prave montažne tablice, očitavanjem vrijednosti za -20(C, -10(C, 0(C, 10(C, 20(C, 30(C, 40(C, 60(C i -5(C.


Pik koji se javlja na temperaturi -5(C, javlja se zbog dodatnog opterećenja provodnika usljed leda.


Zbog toga se temperatura od -5(C smatra kritičnom u pogledu djelovanja klimatskih faktora na provodnik. Ovo djelovanje se uzima u obzir putem dodatne težine koja se sabira sa specifičnom težinom provodnika i naziva se dodatni teret.


U Propisima se definiše normalni i izuzetni dodatni teret.


Normalni dodatni teret je definisan kao teret koji se prosječno, na datom mjestu javlja svakih pet godina, a to statistički znači da se u posmatranom vremenskom razdoblju dodatni teret veći od ovog javlja u 20% slučajeva.


Izuzetni dodatni teret je teret koji se javlja prosječno u svakih 20 godina, odnosno u posmatranom vremenskom periodu vjerovatnoća tereta većeg od ovog je 5%.


Propisi, takođe, određuju minimalnu vrijednost normalnog dodatnog tereta s kojom se mora računati pri projektovanju. Ona iznosi:
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gdje je: 


(L(daN/m mm2( - dodatna težina usljed leda,


d (mm( - prečnik provodnika,


S (mm2( -stvarni presjek provodnika,


Na mjestima na kojima se javljaju veće vrijednosti dodatnog tereta usljed leda, one se dobijaju tako što se minimalna vrijednost pomnoži koeficijentom leda. Propisi predviđaju standardne vrijednosti za ovaj koeficijent, a to su: 1,0 ; 1,6 ; 2,5 i 4,0.


Izuzetni dodatni teret, prema Propisima ne smije biti manji od dvostruke vrijednosti normalnog tereta.


Od klimatskih faktora koji utiču na naprezanje provodnika, još se uzima u obzir djelovanje vjetra i to tako što se dodatni teret usljed djelovanja vjetra na provodnik određuje kao:
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gdje je:


(V (daN/m mm2( - dodatna specifična težina provodnika usljed djelovanja vjetra,


c (mm( - aerodinamički koeficijent, za provodnike c=1,


SV (mm2( - površina provodnika izložena dejstvu vjetra,


v – maksimalna brzina vjetra koja se na posmatranom mjestu javlja prosječno svakih 5 godina,


v2/16 (daN/mm2( - pritisak vjetra; Propisi daju minimalne i standardne vrijednosti za pojedine visinske zone (visine stubova),


a (m( -  dužina raspona,


S (mm2( - poprečni presjek provodnika.


Rezultantna specifična težina provodnika se dobija kao:
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Ako se dogodi da je: (r ( ( + (id za dodatni teret se uzima:


(id = (r - ( .


Vratimo se sada prvom grafiku (Slika 4.). Najveća vrijednost naprezanja u ovom slučaju se dobija na temperaturi -20(C. To je specifično za kratke raspone. U ovm primjeru radilo se o rasponu dužine a = 75 (m(. 


Na drugom grafiku (Slika 5.) maksimalno naprezanje se javlja na -5(C, usljed djelovanja dodatnog tereta. U ovom primjeru raspon je dugačak, dužine 550 (m(.


Na osnovu ova dva karakteristična primjera mogu se izvesti sljedeći zaključci:

· maksimalno naprezanje provodnika se javlja na temperaturi od -20(C, ili -5(C, usljed djelovanja dodatnog tereta,

· za kratke raspone maksimalno naprezanje se javlja na -20(C,
· za dugačke raspone maksimalno naprezanje se javlja na -5(C,
· postoji kritična vrijednost dužine raspona – kritični raspon akr , za koju važi ((-20(C) = ((-5(C),
· za a ( akr maksimalno naprezanje se javlja na temperaturi -5(C sa dodatnim teretom,
· za a ( akr maksimalno naprezanje se javlja na temperaturi -20(C.

Kritični raspon može se odrediti prema sljedećem izrazu:
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gdje je:


tg ( = h/a,


(R (daN/m mm2( - rezultantna specifična težina provodnika, usljed dodatnog tereta,


( (daN/m mm2( - sopstvena specifična težina provodnika,


( (1/(C( - linearni koeficijent toplonog širenja provodnika.


Slično je i sa ugibom. Maksimalna vrijednost ugiba se može javiti na maksimalnoj radnoj temperaturi provodnika, ili na -5(C, usljed dodatnog tereta. Na kojoj će se temperaturi javiti maksimalan ugib, zavisi od kritične temperature. Ona iznosi:
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Ako je tkr ( 40(C, onda se maksimalni ugib javlja na -5(C uz dodatni teret, a u suprotnom na najvišoj radnoj temperaturi (najčešće se uzima 40(C ili 60(C).


Za računanje ugiba možemo se poslužiti i približnom formulom:
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Odavde se vidi da je zavisnost ugiba od dužine raspona približno kvadratna.

4.    ZAKLJUČAK


Izvođenje jednačine lančanice može se naći u brojnoj literaturi, budući da je to, u mnogim inženjerskim granama, često sretani oblik krive. U radu je na uopšteni problem lanca sa učvršćenim krajevima, koji slobodno visi u gravitacionom polju, primenjena teorija optimalnih rešenja. Zatim je prikazano ponašanje nadzemnih vodova u slučaju promene klimatskih uslova i naprezanja, što je neophodno poznavati pri njihovom mehaničkom proračunu.
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